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Chapllre I 



■ 



, Efopes ftrs ranaiyx 



NOMBRES REELS ET SUfTES. 



, 



Suites de Cauchv, 



On appcllc — »» ^ - - c (Un) ^ |c ^ de Cau 

C ° 3NeN ,cri l«P^rp>Ne. fl >Non a l Up -u,l< e 



Thtforrme 1.8 ; 



co .naftrc sa ]imi, e (iWortmaTe « iST ^"^ la ****** d'"™ suite sans 
Suilcs adjacentcs 



Ccttt definition impliquc ^Sv lP0BrWne w 



Theor&me 1.9 : 

Dcu» *!>« ^^ „„, ^^ „ on , |o m6mc |im . c 



Excrciccs et soluJion; 



li JR U" :;tr:;t, d ' *• Mon,rer ** si a — » ■ 



. soil M, un majorani dc A alws ■ 

Commc M e A on a M S M, ' 

Mm ««, k plus pe,, dcs TOjOMls „ c A c . ca 4 ^ ( m ^ sup ^ 

- Son m, un minorani dc A alors : 

Commc ni t A on i ml m, ~ m ' 

m est*. ..-sW.phBgra -..: :. s minora. .... . rVtt , 

•AC CM... „. in f A _ 



i" 






1.2. Soit B unc pariie non vide el bornee de Bt 

Montrrr qu« po«r toute panic A non vide telle que A C B 
on ■ Mjf B i ,nf A * sup A £ sup B. H 



' ' **/'*' T,* ? CSl b ° flldC ' A W ' 3uwi *»»*• *< P^ "sequent In f A I nfB 
sup A.sup B<q U 'on note rcspectivcmcn. m,. m,, ICSSSSt ^ 

Pour tout * C A on a .inf A S x S sup A e'en-a-dux inf A <; sup A. 

Commc mj = infB, pour lout x e B x2m 3 

commc m, cs, la plus sranddesmmoran^ dc Ao nam ^ mi cc qui signmc 
inf A > inf B. 

,'i M S cC \T 2" " ' B " M * COm,ni! A C B " « f »« " « A 



Finalcmeni 



qui significsupASsupB. 

inf B 5 inf A £ sup A £ sup B. 



1.3* On consldere Tcnsemlile A = ( u 2n ~J. 



oil n c DV I 



- I 



Pour tout nc Noni: 

_ 2n - | 
Un " 2B*I * 2n i I 

2n + 1 * 2n + I 
U suite (ijj csl done hornce. 
Moriifons que inf A = - 1. On a Inequivalence 



*-l 



a 



-lSu„si 



-.-infA«| Vnc N 



"n ^ -I 



V * > 3nelN 



u« < -1 + E 



Soi.e>0. P ourn<lonaI + u n = I;i ^ T <4n<i: 
On a done ohicnu la proposition : 

>e>0 3n € IN :„<L Mqmut^l + t 
P--.r suite mf Aw.l.u.^ 
Monirunv^csupA- I 
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NOMBRES REELS FT SOtTES 



K 



I * sup A « 



/V ne IN | 

IV e > o 3 ■ 



Soil c> O , pour n > i on „ , 

B 



Ufl S I i 

e IN id que I -r_ < u 



«-*-S*T«i« 



On a done obicnu la proposition : 

FW Su i ttS upA = I. Asill00ilMistenijInoelN(cIqucUn 2n - I 

d'ou-i = i ce qui«i ^possible. 



» 2n„ + l 



= I 



(- A) = f - s / i e a 1. 



S^ORca^BBSBaBBstsas 

V x € A Kim, j 

VyeB yim 2 J=>V*eAVy eB x*yi m , fmj . 

m esi un minorani de A + B done - 
VxeA Vy 6B x + y* m 

=»VxeA Vyefl y2n,. x 

=*VxeA m-jc esi un minorani dcB 

^VxcA m-xsm, ear mjtstlc plus grand minonimdcB 
* e A x i m - », (e'est-i-di* m - m 3 c« un minorani de A) 

=> m, a a -m, car m, es< | e p | us grand des minoranis dc A 



d'ou 



mi ♦rn.Jm. 



On a done monu>c que inf (A * BJ = inf A + inf B . 
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V x e A x ( £ M , 

V y 6 B y £ M, 



=» Vxe A Vye B x+ySM, 4 M ; 



cc qui vcul dire que Mj •+ M. esi un majorant dc A ♦ B or M est 1c pi us pciii majorani 

dcA +B tl - s -Cj M| * M : - M 

D'auirc pari Mr-: n" majorani dc A ♦ B. 

=> Vxe A Vye B x + y£M 

=» Vx € A Vyc B y <M -x 

=3 V x e A M - x csl un majorani de B 

dVk A MjSM-x car Mj esi Ic plus pciii des majorants dc B 

=»Vx e A x<M-M, ci M - M. cm un majorant dc A 

=» M, £ M - M 2 car M, est Ic plus pciil majorani dc A. 



c'cH-fl-dirc 
On ■ done 



M| t Mj S M, 

sup (A ♦ B) - sup A + sup B. 



iii) Soil m ° iru* A 

-m n sup (-A) 



- m esi un majorani dc (-A) 

- m esi Ic plus pelil majorani dc A, 



m = infA ^ Vic A i2m =» VxcA-x<-m 

el - m csl un majorani dc {-A) 
Soil M un majorant dc{-A) =* V x € A -x SM 

^V xe A xa-Mei-Mesiun minorani dc A done m?-M car m est teplus 
grand minorani dc A el - m S M d'ou - m csl Ic plus pelil majorani de (- A) 

Conclusion : -m = sup (-A). 

Jtemarque : on pourra aussi monircr que inf (- A) ■ - sup A 

1.5* I » Soli x - IR, in i. mrer que lout voisinage de x contienl un 
voisinage forme 1 de x. 

T) Solent » el ;. drux reels dislincls. Monlrer que x rl y admtttcnl drs 
voisinages dislincts. 



1°) Soil V un voisinage dc x. par dcTmiiion il exisie h > icl que 
Jx-M-rh! C V 



clon a 



[X-|,X4>|] C,*-h.x + h|C V 



oii[ x -- x+ ricslun voisinage fcrmtfdc x car il comicnl ] x -j, r t j | 

2°) Soicni x el y deux reels avee x * y 
On pose h ■ — j-*- . h > 



)»-h. x + hI«-.|y-h.y,hI-0 
-IS- 
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Chapitre I 



sinon il exile x e ]x-h.x+h(n|y-h,y + M." R 
ci on a x-h<z.<x+h =» -h < z - X < h 



Elopes vers tanalysc 

/ 

t 



y-h<z<y+h 



-h <z-y < h 



c'ca-a-dirc lz-xl<h ci I z-y I < h 

Mais ix-yl-lx-z* z-ylilz-xl+lz-yl<2h 

d*o£i h > -^-^ cc qu i c« impossible 

1.6* Soil E<x) U parlie enlicre d'un reel x. 
Monlrrr que 

i) E <x + j) + B (x) = I (2 x) 

ii) B (x ■♦ 3I ♦ 2 E (x) = E (3 *) • e oil E= out = 
iii) E (- E (nx)) = E (x) oil n e IN*. 

n 



• 1 



i) Soil k » E (X.) aloes x e [fc»k* 1| 

sixe r.M + |l alorsx + ^e |k+±.k+l[ el E (x + j) = k 

2xe |2k.2k + 1 [ clE(2x)-2fc 

Commc E (x) = k on a E<2 x)« E(x) + E<x +y) 

siae [t+j^fe+U alon x + | e (fc44 r fc+l+§1 c. Bfr+£>-*+1 
2xe |2k+l,2k + 2| ctE(2x)-2k+l 
Commc E (*) - k on a E (2 x) = E (x ♦ j) + E( % ) 

ii)sixe [k.k + jl alorsx* |fl [k + j,k+l[ ciE(x-f j) = l 

3x e |3 k. 3 fc + I ( «E(3x) = 3k 

CommcE(x) = kona E (3 x>- E (x + j) +2 E(x) 

sixe |k + y.k + || alorsx + |e (k+l.k+jl «E(x+|)«k+l 

3xe |3k+1.3k+21 ciE (3x) = 3k + I ■ E(x + y)+ 2E(x) 

Sixe (k+|,kf 1( alorsx + | e | k *j. k 4 1 * | I « E (x ♦ j) = k » I 

3xe [3k*2.*k*3| ciE<3x) = 3k+2«E(x + y)t2EC*) + l 
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Co W l U sion:E(3.) = E(x + |)^2E(x) + c' 

Oil E « 00 E = +1 

iil)Soitk-E(x)3Msk Sx <k+lei 

nk fi nx < nk «, n e W 
d * E(nx)=nk + P 00 pe (0.1. T 

^E(nx) = k + S. °" °*» 5 



n-lj 



el 
d'ou 



:fc+ |-I«k*l 
EC- E(nx) )-k-E(x). 



1 7 » Soil K muni de la ***** unfile dCff* pnr 

d (x, y> = 1» - * 

,., .. __d «i une distance sur IR. 

Mooter que d = j + d 



Compic icnu do fa»< que d est une distance _on a : 

d'(i.y)^ 0card ^ ,y ' s 
d'(x.y)=Ood(x.y) = 0« *-y 

d (*.y) a i + t j(x.y) 1 *d(y.x) 
IlrcacamonuadJ'fr^stffr-^+d'Gf.x) 

Posons a-lx-zl. ? = '->'■ r Vl 

a. p. 7 e K* ct vcrificni a 5 |J 4 Y car d est one d.Manw 



Considcrons la fonction f (x) ■f^' 



1 



dcrinicsurDM-l ) 

cifcstcroiwantc 



d'ou 

c'esi-a*ditc 

Or 



™=oTx^ 

f(a)Sf(P*Y + ^« ,fcs,croissantc _. 
a B + -T + PT . . J>»T+ 2 P3L- 

B+Y+2&Y _ J» + r»'P-l- = J 

I + P * Y* P? 
a 



,a S 7 



onoblienldonc: 

e'est-idire d , (*.*)Su ,, (J<.y) + d , <y,ft) 
cl d' esi une distance sur IW. 



(1+P) 0+-"r> l * & 



y __ 
i + 1 



i * 1 



1.8* Sole I.„ b,] — iuitf .n n . C rv-llcs emboi.^ : 
ia ftl| .N.,|C [u,.Wl poor n* IN. 



X 






4ETIMJP 

.com 



£ia,. 



« w* Fan ..,. 



V 




* > » Monerer que I* „.,._.. 

****» q« sup A , ,„ 

J °> Monire, qU f O [_ -J__ 

nelN °*»' °' = - c *nclure. 
W) Kvalucr O i I f 



nOS uppasojlSqi|C n 

ct •*:*> -i.tji (V b n J pour i 



■0 Posons I, 



'"Tllofigucurde 






d'c* 



new "♦J* 0J 



"OMBRES KEUSETSVrrES. 



2") Rcmarquons que la BriM ' u » .-. 

«•- m>„" ****** 

dooc on n-a jamais *„<» ,, Mes , " Sb " Sb " 

D-iuBcpa, .^k ^ ,POUMOU, " CIN 

pa.«ri K "Vr Pou"MJIn E N 

«-•• -M (- lin. 1*. .»rtriftr!> 






H cxisit done 

n 

d'ouhconiradiciion 
dene 



new' "T* 

X€f ~n~7T ,0[ Pounouinew 

1 
" n ♦ I Sx <0 pouriouinG K 



Q>=fe««* 



neN 



ii) 1 L_ I r 

" * I 'n + l |Sonldcs ' n 'crviiilcsouvcnsdcccnirea 

o e n I- J L, 

net* "♦l'n+l l 



./ 



-17- . 



*E1UU 



.CI 



r 



: 



Ckapilre J 



Etap 
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F analyse 



^ElUUP 



.com 



SOmHES HEELS ff suites. 



Rccipioquemcm si c g O I - -^ , 



MM 



ji+1 'n+ 



Ion a - 



n •» n * ' n»" + ' 



1 
n + 1 

Oft 



<c< 



~-r Vn« W 



n i-sbAiew 



I T 



p " cons4qucm ^OT»<»J 



1.9 1°) Montwr q UC || a | - |b|| S |a - b| pour a el b reels 

2«> En d*duire que si lim o. ■ / alors lim |ir.| = |/ 

n - n « 

La reciproque est-elle vraie ? 



1°) On utilise I'uicgaliic I x *- y I S I x I + I y I ou (x. y) e R 2 
a-(a-b) + bimpliquc lal£la-bl+lb I c'esi-a-dire I a I - r b I < la -bl 
b = (b -a) + a impli(|ue I b I S I a -b I + 1 a 1 c'esi-a-dirc I b I - 1 a I S I a - b I 
dllal-lbll =sup(lal-l bl. I bl-lal) sla-bl 

2°) lim u, = / cm tfquivalcnie a la proposition : 

Vc>0 3Ne IN telqucVn aNona lu„-/l<e 
En venu dc rinegaliu* ilu,,! -UN < lu, -/I 

On oblicni la proposition : 

V c > 3 N tel que V n £ N on a RuJ -1/ II < c 

qui dquivaut a lim lu l ■ \l I 

n •• 
n cm ctoir que la rtciproquc c« vraie pour / = 0. 
Ellc esi gcncralcmeru fausse ul*0. 

Considerons par exemplc la suite d£finic par u„ = (-1 >». La suite (lu n l) est station nairc 
tlonc convcrgcntc vers 1 alors que la suite (u„) esi divcrgcnic ; cm deux 50u5-suilC5 («;„) 
^(uir.^ne convergent pas vers la mcmclimiic(('une vers I ctl'auirc vcrs-1). 



V 1.10. Uelermincr la limjtc des suites suivantes : 
k = l 

») u - =rr L - r + i" , ♦ 

n* ♦• 1 n z *■ 1 



♦ — T" 

■ * + * - 1 



-- 18- 



»°»*-&<rrHfl ¥iTT = ^T''jr- =s 



ii) u„ est une sommc de (n-I) termes dont Ic plus petit est — i — 

n* + n - 1 

grand est ■■■■ * " , 
m* + 1 

On obticnt done I'infi galiui : 

ce qui implique lim P< n -'> fi lim il S lim "(P" 1 ? 
n-n^n-l „« R M n* + I 

0. 

tt alors 



el le plus 



i:_ "("- ') , ,, n(n-I) 

lim -#*" »— = I = hm -*t — * 

n •• n* + n - 1 n « n* + 1 






lim u n = 1 
n 



-1.11. Calculer les Ilmites des suites : 

0-1 1 li 

') «". = n<> * rTT> = <i ♦ 4") (I * T> 

n-I . 

«)v.= nil -nr >.(i-f'm-§o 

0-1 , 



0**1 



a-!-) 



m w " = k ?, L ° a (l "^17 ) = Log u "^ } + Los {I "£ J 



.* Log (I --==-) 
n* 



d'ou 



u, -(1+J>(I*J) fl+i) 

3 4 5 n+1^ n_M 

B 2'34 n B 2 

lim u„ ■ +~ 
n ♦« 



-i) 



1 



-1.2.3. tJ._I 

"2 3 4 n "n 

lim v a =0 
n ■- 

^) + Log(l- F 
^[d -5)CI + |-)]+ Log [(I -^Jll-f I)] ^-'Log[(l-^(l*^] 



«'>Wn = Ug(l-l) + Log<l-^ + ♦Los(l-i) 
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*n = Log u r t Log v n = Log u v o - Log & 



d'ou 



lim w n =_Loc2 

n no 



h 



» 



♦ 1.12* Montrer l, s limites suiv.m„ : 



a) lim (V n*i _ ■ 
■ -»-. 

b) lim -l!LUL -o 

O lim -iilUL _ 

yd) lim (-=!==. + — 
B -* M J _ ,f" 



o ) = o 



2n 



3n 



* »a 



Vn+f ♦ VT 



1 



On a dene 



Vn-tl 
< V~n*f - W < 



' 2v"n~ 



« 05 limcTnTT-^si 



2NT7 



n~**o 



ilTl 



^Uod'ou lim ( V^r_W).0 



« 



&£ H.2.V fa n o 

Maforons lous ces (emics sauf — • 

n+l ' 

SL "-I 2 

2"'2^l ^2^1 



m 



o S fcl4< J 



<2nM a ntl 



d'oii lim 



<*4=G 



(2n>! 



2ft- 



VTJ 



i 



c) L'inegaliic' n 2 > 2n vraic pour n > 2 impliquc (n*)! > C2n)! pour n > 2 

JrWr»"*»-8l«B p— 

c( en ulilisani b) on obucnt lim ^J- = 
n^w Cn 2 )! 

d) On | vu (a) que ^ - • T "FT ' 

V n+l +Vn 

dolors — == sVW-W s — L? 

2Vn^I 2vT 

ocqui nous donnc -4ar2 2 (V77T - VT ) 

V n 

"Vli+r^ 2 ^ "*' " c,cnrem P Ia « ar "n»lpafndan5cciu;dcmitjc 

m -.'(Mi ik' : 

-= S2 (Vn W n-l J pour n 2 I 
\ I) 

OnobUemdoDc^) 5(Vn+I -VT ) s -^ s 2(VT -VTT ) 

Vn 

" u « —}==■+ T==' + + -r-=- 

Vn V2n Vn* 

■*['♦* **] 

Enveru.deO.oni: 2 <Vn7T - l)S 1 +4=-+ + _L. S2 VT 

V2 vV 

V n+l - 1 

dou: 2 = Su„ S2. 

V n 

V n*l - l 
Commc hm = = ] . on a done lim u, = 2 . 

1.13* Pour n e IN* on pose : 

».-*[. i.i ».i.^- •» tt ^ s> ] 

».-K«.*f • — **•♦ co,'^] 

«t w, =1 + i ♦ + a «-l oa i = f <«'» = C os— 4 I sin — 

I") Calculer* Rew, el lraw a . " 

'' - 21 - 
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Cftapilre I 



Eiapei vers tanalyse 

I 



ZSFSJS^ 9 "*" simple dM 5Ul,M - " *■ - «*** * 



ur 



l°)Ona : 



w n -l+* + +&* m £fL4*=. 



- 2 



z-1 c iwn _ j 



(cos-- |)+ i sin - 
11 n 

-2rcoi^-| - i sin -J 



(COS-- 1)2 +S i n 2l 
n n 

2<l-cos *♦ isin -) 



2 -2 cos- 
n 

i B ■ _ K 

i -cos — + i sin — 

2 n_ 

• * 

I -cos - 

n 



, _ sin- 2sinr-cos^- 
par sunc Rcw„ = l e t Imw„ = "— m 2n 2n 



I -CO.,"- 2sin 2i 



done 
2°) On a: 



- *~Imw, = coig^ 



'» + 'u ft = -[c , " l ' n + e' w " + + e " B -"«* | 

= ~(j*z 2 * .„ + z n -h 

n ' 

-£k~d 

U .-ilmK-i).I rmW((= I colg |. 
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,-s. 



ou encore ^ = £-*"_ dW |im u 2 

" lff JL n-*«- n 

,g 2n 

Dcmc mC v n -iRc<w o -l) = I(R eW(1 -I) B ci limv B -0 



#1-14 Eludier la nature des suites definies da 



ns IN* 



1°) u. = I * -r-r ' 



1.2 2.2* w 

*> n - 1+ Jr* + 4 

a7*;rT-;r pour h&2 >- 



par ; 



1 
n.2 n 



(On pourra d'abord montrer que > 



. 



1°) La suite (uj est dvidemrncnl croissanie ( i^.i & u„). 
Comme— 5— pourne N» ,ona 

Sio*iposcq = - on a : u n £ 1 + q + + qi» cl 



U " 5,+ 2 *9t 






u- s 



I -Q 



n*l 



1 - 



1 



i-q 1/2 

on en ocduit que DL < 2. 

La suite (uj ch alors croissanie et majorct par 2 done convcr B enic. On vcxra a I'cmckx 
5.21 que hm u, ■ 1 + Log 2 



n- « 



2°) I! est clair que v n est une suite croissanie (v B „ i v n ) 

' , 1 I I I ' ' 

n^'n-n*^-!) "rTT-n pouf n * 2 
I I 1 



On a 



par suite v.»l *£■+&* + i 



tTou 



v.<2--<2 




La suite ( Vn ) est done convergent car croissanie ci majoree par 2. 

•15 |°) Monlrcr que toute suite croissanie non majoree 
*r«p«livemfnl rtecroissant- non ■iMiff) (end vers — (rap. vers -«0. 

n "><■ Consider [« deux suites (u n ) et (v n ) denies p.r : 
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Lhapiltr I 



Etapr, vm {analyse 



NOMBRFS REELS II SUfTES, 



u„ = 



1 



/ 



1x2 




V* (n-l)iT 



pour d * 2 el avec ii] = J 

v * B J * J ♦ + - pour n c EN* 

i) Monlrer que u n i v„ V ntlN- 

ci u M c h r qUe * SUi,t ** " **** »« "tiliuni It crf.er, de 
HI) En dlduire que |j m u. = «n 



limv n = 4— commc u. &v„ pour tout n c IN ' 
on a done ; lim u, = +-» 



1.16 Determiner Ii nature «l In timid- tvenluelle des deux suites 
definlet dans IN par : 

H) v. = V 11 + v„.| pour a e IN* et v = 1 



v 



!°> Soil A e R. puisque A n'est pas majoram (resp. minorant) dc la suite < Ufl ) 
il«tsicNeIN*iclo-ue UN >A(r«p.u N <A) 
alors P ourn>Nonaij 11 ;>ij N >A (resp. u,* u v < A)c'«mifc 

lim u n «♦- ( rc3pi | in) Ub CJW j 



2°) i) Pour n a 2 on a 



V (n-I)n 



I 

n,n 



Pour n = 2, 3. 4 on a les inegalilcs : 

>>l .-J->1 



a 



T ^TT** «B">: 



d'ou 



V 1.2 



2.3 



V (n-I)n 



par consequent u„ i v n pour lout n 6 IN*. 
n-+l n+2. 



- pour n £2 , u t * V| ■ 1 



•^-V^air* *£«SJp£fmtfft«fU! n-I] 



fr"* v »'- v " :>n (2^)commev 2jl -v a >0onalv a ,-v ll l>I -' 

On a done dcmonirf la proposition suivanw : 
3 e -I V, IN. 3 p . 2n 3q = n (e|sque IVan _ vJ6 i 

ce qui signifie que la suite QQ «M pas de Cauchy par cn^,,, cIlc m J^^^ 

ni) La suite (v„) est crois» mc ci divergent cllc n'«t done pa.* mWc car sine clfc 
senut converge^ or d'aprts 1») toute suite croissantc non majori ^nd versT» 
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Pour n * 4k + 1 



i) El est clair que u.„ = I 
n(n+r 
2 

Li suite (u„) MI done divetgenle car sinon les deux suites extraites (u^) <i (Uo,,) 
auraient la mime iimile. ce qui est impossible. 



kc IN 

2 k (4k + 3) ■+ 1 eat impair ct u, , , ; - - 1 



u) On rcmanquc que v„ > pour toul n e IN 
La suite (v.) est majordc par 4.0n le dWmontre par recurrence: 
v b I < 4 

Supposons U proprieti vraic jusqu 'an rang n 
on a done v B <4d'ou 12+ v,< 16 



soil encore V 1 2 + v a < 4 


c 


La suite (v n ) est croissante : 
v.,i-v„ -V 12 + v B -v. 
12 ♦ v n -v B 2 





car 



vn + v. +■ v B 

4-v„ >0etv n >0 



q-f v.)(4-v,> 
V 12 + v. * v. 



>0 



La s uite (v. ) e st croissante et majorcc done convergenic. Soil / sa timite. / vcrifie : 

/ = V 12 + / e'est-a-dire fl - 1 - 12 = 

Ceitt equation adnnadcuiracincs /=-3et/»4, I ■ -3 est ft rejeier puisquc v„ >0 
done 1 = 4. 

1.17* On considers la suite de lermc general 



v. = 



u i 



■l * 



u. 



1 



t(n*2)(n*4) 



pour n c IN* 



1 B ) Montrer qu'il cxiste trois r*«ls a, b, c tels que u. = - ♦ -A- t «£- 

1 * n n + 2 n*4 

2°) Calculcr v„ en Tonclion de n. En cHduire sa lirolle. 




Chopilre I 



1°) 



Efapes vrrs f analyse 
I 



I 



* a -t^T* C 



n{n+2XiH-**> n n+2. n+4 

n'(a -f b » c) + n(6a + 4b + 2g) * 8a 
n(n+2)(n+4) 

I a + b + c ■ 
6a + 4b + 2c » 
U = I 

Onirouvca = j;b--i-;c = 7Ci u^y--— - 

a 4 I 8n 4(ru 



8n 4(n+2) Men j J * 



, JLyi lVj_ + lV-L- 

" S^k 4iwk*2 gZJk*4 



1-1 
n 



k=l 
n+2 



« 



iLk + 2 Zi p 

k=l p=3 

n n+4 

XdrZo" 



8^_*k*4 

k=l 



en posani k+2=p 



en pasam k+4=p 



done 



k=l p-5 

n n+2 

! V 1 1 
v, 



n+4 



1 Vl LVJ ' V 

p=i p=3 p-5 



I* 5 P=5 J 



f n 



Ei 1 
p *nTT 



P-5 



I I ( I 

n+2 n+3 n+4 



ci plus ^implement ; 



i 



£n+I) 4<n+2) H(n+1) 
I I 



«'! 



n-t 



».*-tt 



H(n+2) 8(n+3) K(n«-4> 



1.18 On consider* la suite <u n ) „ e W definie par : 
Ui - 0, iii = I rt u.,i = u„ ♦ o B _, pour (out n e IN* 

V) Etaltftr que u B * s u-il B ^ ( # ,_,,„., pour (oi|| n e ^ 
^2°) Monlrcr que (u„) est sericicmcnt trolssante- pour n > 2 «i qu'cllc 



1 



NOMBft/X REELS ET SUITES 



est nan majorec. En deduire la nature de*(u a ). 



1°) Par recurrence: 

L'egalili csC vraic pour n ■ 1 : Com me Hg = 0. u, = u 2 = 1 

onaU| 2 = U3Uo*(-l>°= I. 

Supposons que 1'cgaii ic* est vraic jusqu'au rang n et demonuons la pour n+ 1 , 

On a u„i - u«.| +-U, ci u„ ■> u„,i -u._i 

par suite : 

O..J U, = (U..I + UnXlIn, , -IVi*) 

= u nt i 2 -u nt l«n-l +"nUn*l -Un«n-1 

s ^,,2 -U^lVi + lU«W) ""* l) 

= u n „ 2 -u. 2 + <-l) n - 1 + u B 2 (ca^u 1 . 2 = u n . 1 u n .,+(-l) n - , 



d'ou IW^-^A+W) - 

On a done elabli rigaliie* pour loul n c IN*. 



ec u,,, -U..1-UJ 



2") En uulisam la defi niiion dc la suite (tin) cl l'dgaJiuS du 1°) on a ; 
u„,i (u„,i -0 = u»..iU— i 

= u.2 + C-i>" 
or comme a„> 1 pour n 2 3cmauy z + {-l> n : > Qp©ur n*2 
Par suite u„,i (u„,i - u,) > pour n 2 2 cc qui implique u^,, -u„ > pour n 2 2 car 

LI;,., ^ ^ PUVll II '--■'? 

La suite (uj csi done sirictemeni croissante pour n 2 2. 

Demon iron? par recurence que u„ 2 n-1 pour tout n e DT. 

L' incgaJitc' est vraic pour n ■ I. 

Supposons que Tinigaliii est vraie jusqu'au rang n .c'esi-a<lirequ'onaUp&:p-l 

pourp e (1.2 n] 

alors u„,| = u„ + iVi * (n-1) * <n-2) 2 n + (n-3) £ n pour n i 3. 

or U[ » Uj = I ci U] ■ 2 

done !i., 2 n-1 pour lout n .■ IN" 

SoitM € Kil enisle Ne IN*telqueN-l >M 

d'oii us 5 N-1 > MeibsoiicCiuJcstdoncnonmajorcc. D'apres I'cxcjcice 1.15 (1°) 

,1 1 m u„ = +~ n la suite i» , i est divcrgente. 



1.19 Montrer que Its suites sulvantts sont conrcrgtntcs el determiner 
Icur limite : 

4u. + 1 



«..i = 



U| = 



n e IN 



ii) v B ., = sinv, 
vi e 10, -f 



n e IN 
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4EWU 



P 

.com 



Chapiire I 



Elaprt vert itmatyit 



■ 



i) U suite (uj est croissante : montnms par recurrence que u, - u„ , > o nn, ir „ > ? 

Supposons la proprictr; vraic jusqu'au rang n. 

a'ors Hml-u, = £ (»!«-«,.,) pour louin > 2 . « u,,, _ U(1 jo 

D'autrc pan (u„> esi majorte par 1. par recurrence ; en effci u, S 1 
Supposons que u„ s I pour lout n e |\P 

La suite (uj ftU croissamc et majortc. die est convergent*, sa | im i lc / VCr in e 
f-**^ 1 d'ofil.l 

ii) Monirons d'abord que sin x < x Pour xe )0.— ( 
Cfinsidcrons la fonciion g <x) = sin x -*, j 

8'(*)«6dsx-I <0pour x< ]0.|-( 
g cat done smctcmcmoeeroissanie dans )0.^[ org(OJ = 

d°™,(,>«,p«,x £ ,o,f, c^-j-to- !inJ <x „„„„ ,o.|, . Monlrons 
par recurrence que v n < V|rt pour tout n £r 2 . 

vnue pour n ■ 2. 

Supposons U propria vraie jusqu'au rang n .ComriK la foncOon sinus est lllH.,,1,,1, 

croissanlc dans )0. ~{ on a: 



c'ea-A-djre 



v« < v.., m sin v„ < sin v.,, 



El La suite (vj n e w . est suictement decroissante. 
HIcc5tmuwrteparO:eneffeioni v, > 

Supposon, que v„ > alors sin v. > sin . c'cst-a-dire v m , > , (vj eai done uch: 
«fa dWsante e, minort* par done convergente. sa fob, / virile ** "^ 
snr-/ ce qui donne nccessaircmeni / = 0. 

1.20* On consider* la suite <u.) „ e w dtfioie par : 
*U, = I 

1") Monirer que : 

i) si u. > 3 alors u„., > 3 
el si u, < 3 a io rs B(|+| c 3 
ii) si u B > 3 alors u,., < U- 
« si u B .: 3 Aids u.., > u. 






tVOMBKES ftEEUi St WtT£S 



« r \, Ett t *! Udi * fll '" deu " sul! " «»-*'« <"i,> el (u,..,) montrer que la 
su.te (u.) est convergent vers la limilc commune ft (u lp ) el <u, .,». 



ni)u„.j-3«l + 



1 + 



6 u, + 6 



u. -3>0aiorsu n „-3>0«sau 11 -3 <0 alors n^, -3 <0 



» 



"n.J-UB =1 



♦ 6 


6 


7u n +6 




(u B * 2)( U , -3) 



„ u « + o u„ + 6 

™"" ^0«ivoitqucu n ,2- Un eadusignccontrairtdciL,-] 
done si u„ - 3 > alors u.,.2 - u„ < 

cisi u„ -3<Oalors ii^o-u, >0 

2°) D'aprts 1°) : 

siu. > 3 alon un^ > 3 ct u„„ < u,, , si on pose n-2ponaura: 

"2(p.D<u^ et ujtp.,^3 
cc qm vcut dire q UC la suite «traitc ( Ujp ) est dccroissanie a minorte par 3 
Dcmemesiu B <3alorsu n „< 3et % , 2 > u „, sionposedonc n - 2p* I on aura | 

ui0»i».i<3 et u i( ,,i„,>u 4) , I . 

Ce qui vcut dire que la suite exuaiic (u^,) „! croissanic ci majoffc par 3. 

Par consequent les deu* suites ( u ^) et (u^,) convergent vers la me me limilc 3. En 

cffti 3 5ltmu, p = limu 2p „£3 



Montrons que la suite (u„ ) eSI convergente vers 3. 
Soil t > comme Inn u 2p - 3 CI lim Uj„ t ■ 3 

iiMisicPiE IN iclquestp>p J aIorsIu 2p -3l<e 

il ciftsie P2 c IN lei que si p > p 2 alors I u&,, -3 I < c 

OnposcN = sup(2P,.2P 2 + I) 

Sin >N 

Pour n pair : n = 2p 

" > 2P| « p > P, 

Pourn impair : n = 2p + I 

">2P 2 +1 « p> p, 



K, -3«f 
!u B -31 <c 



<Jonc:Vn€M li^N =» lu„ -3l<c et la suite (u B ) est convegeme vers 3. 



r> 
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Chap'tire I 



1.21* On considere la suite u„ deTioie par : 
u ^ 1 

1°) Monlrer que pour lout n e IN* on a : 



Elapei vers tanalyse 



« l **«» ■ h:x:<r 



2°) Monlrer que |u B ., - u„| < - \a„ - u„.,| el en dtdutre que : 

l«..i - u a I < §■)■ |oi - n a | 
J") Demonlrer que la suite (u B ) est convergent* et calculer sa limit*. 



1°) Monuons d'abotd par recurrence que : 

1 < u„ < 3 pour lout n e IN - 



on a 



Uo 2 1 
ui B Y* u7 = j * 2 cl l < "I < 3 



Supposons que rinegalitAcsivraitjusqu'au rang n, 1 <u*< 3 impliquc |<— < I ct 

£+§«$+£-< 1 + 2 e'est-i-dire l<u B .,<3 

00 * Wi-2+!kl_ eialors 2 < 2 ♦ ^<u B .u B _ 1 <2 + 3 = 5 



3 
I 



Cc qui impliquc — <• 

J U B .u»_i 2 

J U.-U.-1 

Comme _l < _ 



4«i- 



3 3 U..U.., 3 

qui donne : 



2 2 , 

< - - t- =-— icnpaniculier^- --^ — csincgaiifce 



15 



U„Un. ( 



'5 ( 3 «-% 



2 
C 3 




x. 



Eialors 
D'ou 



■Vt-*l<f*WHWi 
a.-' - .2.,. 



Parsuiie lu.., -u,l < J K -iW^y) 2 ^, -u. 3 I< ... < {|)Mu[ -Uol 
3°) Pour p e IN* on a : 



SOMBRES REELS FT-SURLS 



Commc Iu^.h.j.iIS k**** lu, -u.1 ouke| ci /€ (1.2 p) 

Onadonc; lUa.p-u,,! 5 fr**H *k n *P- a 4 4 k") lu, -uj 

Sk n (l + k + -4-kP-l ) lu, -Ufll 

£k "-Hnr '"--"- 1 

£4k"<l-kP) car Iu,-uqI =| 

S4k» 

Commc < k < I . on a lim k n ■ 0. D'ou 
n «-» 

lim lu,., -u„l ■ Oci la suite {u^cfldeCauchy done convergent. Soil/ sa limite./ 
vcrine:!- -* j =*ft = 3commeu n > I .Onreucndra /=*/T. 

1.22 Monlrer que la suite (reclle) (u a > definie par u D = 1 et 



1 ♦ ii, 



Un = 



^L 



3 * u, 



-1 



pour n e IN* .est convergent* et calculer sa limite. 



On rcmarqucra d'abord que u„ > pour loui n € IN • 

2Cu.-u.-i) 



u-.i-u. 



(3 ♦ u n )(3 + u..,) 



1 1 



kUi-U.1 <klu n -u„.,l oiik = -G |0. I[ 



D'apres 1'cxcrcice J .2 1 on en dedyii q U c (u,,) est dc Cauchy done convergent Sa limite / 
vcrifie / - "*" e'esi-a-dire / 2 + 2/ - 1 = 

Commc u„ > on prend la racine positive / = -I + V~2 . 
Autre mtihotfc : La suite (uj est minorcc (par 0) et d&roissanie : 

2K-U,..,) 



u B ,i-u„ = 



(3 4U.K3+U..,) 



u„,, -u. est (lu signe de u. -u.., qui est lui-meme du signe dc u„ , -%* On en deduii 
i que u*,, -Uncst du signe dc u, -u tf = (j- 1) a - j. E3 b suite (u n ) est decroissanie 

commc elk est minorcc, c'csi unc suite convcigentc. 

1.23 Mime exerciee que le precedent pour la suite (u„l definie par : 



B| ■ 

u n»! = ^ 5tu n w n e l> 



>€ETUUP 



lorn 



Chafiirt i 



fraptt vert tanaJytr 



MMCHU3 HB6MS BT SUITES 



l u )Ona 



v„, -v- = 



C( 



u n > pour n e IN 
U..I-U.-V 5+u„ -V 5+u., 



U SU iic(u n )vdrir. C donclu.. l - UB |<i : iu n - u .. I i oukc jo. |i 

On en dtttt daprfc rcx=rci« Ul que (uj M M suite de Cauchy. done convergent 

Sa IUo / vcrific : / = rts com™ u, £ pour tout n 6 IN . on reload* ■ 

i * jit 

1.24 Monirer que les suites difinies par ■ 
I 1 



**5T*SS**" 



■ o+l n*l '"" ' 2n - " * 

soni convergent et oni la m«me limile. 



* V« = ft. 4 i- 



La suile (u„) est croissanic : 

U -'^'n72 + nTj* *5nTiy-nir-nTy 

* 2H+T + 2nT2-nTT > 2n7T * ZnTTnTT 10 

U suite (vj est detroissanie 

v.-v.. 1 = u.- Ub . i + I_-L 
n n-l 



2n-l 2n " n-l ~ (2n-l)2n(n-I) 
Done v.<v _,pourna2 « lim (v n - „) . urn I = 

* 
1-25* On coniidere la suite „„ deflnl. sur N, . {2, 3, 4 j par , 



nlogn 



k=2 



Sk 2lo B 2 3r g3 * 4|q C 4 



1°) Montrer qur tes'deux suites txtrailes (v B ) „ - IV , -. , w l 

2 ) Dfierminer la nature de In suile (uj „ eNl . 



-tt- 



'■■■a^j-Uft 



Comm C L 0g (2n +I ).Log(2 n+ 2) poux.ouin, IX U suite (v ? ' " " 
Dc mime on a w„,-w ! I 

- » **. M „ , w « JSP <2n * 2) " (2 "* 3,Lo8(2n * 3 > 

™ lim{v B - w a ) = 

** C °^ qucm '" "*« n c N< « <w.) , . m soni adjacent*. 
|P) (^n) CI (w a > son. deux ft**, adjacent dies son. done convert m m „ m5mc 

lim (v.)- lim<w„)=/ 

n - n» 

Soil f > on a les deux propositions suivantcs : 
•cxistcM.c INtelque: n>Wl =, , v _,, <e 

il«isicM 2 cfate1que: | > M, » |« _/| <f 

Fawns M = sup (2M„ 2M, ♦ |). soii n > M 

Sin c 2mona U ram^M l ccquii m plu JU e I v B .-/,<ee IP axsui lC lu n -/,< E 

n>M =9 lu n -/l< E 

el la suile (iv> n e Nl «1 done convergent?. 



*C 



1.26* Soil la suile («.) >eK . definie par 



{ 



"I 



n m M^ ,er Ui1 *% t# * ****■ ima 8 iner » 1W« I de < Un) I 

i fmmv $?££JF** une ,imiIe ' e,,iJ ne p"« ««» q« '- 
in) Enblir (cs m^aiitts t H 

2 ) On pose v. = j| - u J pour B e m . 
1 



Montrer que 



v- < 



pour n i 2. 



En deduire la limilc / de la suite (u.). 



: ^ ■■'**-! 



56 
55 



I approchc dc ^ se fld< alternauvcmcm par valears mmSSSSLi i ?; / 
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Chapilre I 



Elopes ven tanalyse 



scmblcclrcc'galca 1. 



Ccsl-a-dirc/ 2 + 6/-7«0 



ii) si lim u„ = / alors i vcnfie / = r^-£ - 

n •■ 

I-a racinc / * -7 est a cxclure car u„ > pour loul n e IN 
On prcnd done 1' autre racinc du irinomc it mi. 

ui) u.„ - 1 = -( "~ , -) «i alors (u„., - 1) est du signc contxairc dc (u„- I). 
Cosnme uj - 1 > 0, on en deduit que u^.i - 1 > el U^, - 1 < 



2°) Par recurrence 



V,-ll-M,l-l 



done 



y 3 <-r Tincgalii* est done vraie pour n = 2 



SupposonsriniJgalile vraie jusqu'au rang ti ,v n < _j impliquc ; 

IU.-II v B v, I .... 1 



¥„, =ll-U n ,,l = 



_.za. 



u y 

<~r < 77T car it, > Q el v„ < 



On a done 



pour ni2 



6 n-i 



OSv„< 



6 n-l 



,l,n-l 



d'ou £ Hm v a s lim (t)" = (car < -< I) 

n - n - ° ° 

el llmv. -0» limll-u„l-0« lim(l-u.) ■ ** limu.-l. 

o um n »» n°° n « 

1.27* Od consider* !a fjmiilo des suites : 
"■•if "•■•J> - u «-f- dffinie par : 

'•■' = odi^T • J^TT * *i^jFT •»««• 

1°) Cakuler lim <u B>? ) quand p ? 2 et monlrer que la suite (u ft .i»n IV esl 

n — 
convergence. 
2 s ) Soil v„ la suite dlfinie sur IN* par : 

.1.2 , n 

V. = Sin " ~TT + StO " TTT" ♦ ...... + *'" 



(o*n 



^* m ^2?* 



<n 



^ 



En utiltsanl les in*ja litest x -%- 5 sin m < x pour lout < • DC- , 

6 

montrcr que lim v, = limi'u,,,, , 
D - a — 



r 



■ 



NOMBRES REELS Ef SUflfS, 



l°)Commc 



1 



1 



(n**)?*' (n>l)P 



jr pourke (1.2 n) 



On obaicni : < ii*^ £ 

s 



i 



(n*l)P ? l (n4l)P T l 
1+2+3+.. . +n 
(n+l)P*> 



(n-U)P* 1 



Or lim 



1 



2<n+l)P*T J 2(n*l)P*' ~ 2(n+l)P-' 
pour p a 2 



n-t^l^ 1 

It en rfisulte que lim (u„_) = pour p > 2. 
n ~ 

D 'autre part, en utilisant I +2+. .. +n = •% on obiicni : 



_n s nfe±iL <I 
(a+n) 2 2<n+|) 2 2 

La suite n , est croissantc cimajorec par ■rpar consequent clle est converge nic. 



U -'WW* 



2") Pour x ■ ; a (l < k<n)oria: 

k k 3 „ . k 

^<sm 



<^ 



(n»k) z rXn+k)*' <n+k) z (n+k)' 

En additionnant unci unc ces megaliths pour k » 1,2 ,n onobtient : 

If I 2 3 n 3 V e 

1 2 3 n 3 ,l+2 3 »... -*n 3 

7 *" + n^5" s 



or 

Par suiic 
et commc 



(n+l) 6 (n+2) 6 "" (n*n) 



(n+l) ( 



n J + n J * ... + Q- 



Un ■ , -6CnTI7 5v - 5l, »- , 

lim -ii-r = 
n«(tt*l)° 



(n*l) fc 



<n*l) 



alors lim v n = lim (u.,) 
n m B oo 



Remarque : On poumi demontrer plus tard rcrtcadrcmcnl dc sin *cn utilisani lafoniiuli 
dc Taylor (chapitrc 4) a I'ordre I et a l'ordre 3. 



M- 
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2. FONCTIONS REELLES D'UNE VARIABLE 
REELLE - LIMITES 



G6ne>alites. Definitions. Propriett-s. 



Int roduction sur les fonctions . 

S^fWonclion dc E dans F ; a ton associc unc nouvclk fonciion qu'on noiera 

igalemeni f dc ^(E> dans f(F) dciinic par : 

f : 3*(E) » JTO 

A _ > f (A> = (y eF3xe A /y -f(x)| 

Soicm A, B e .*• <E> Alors : 

A C B =*f(A) Cf(B) 

f(AuB)»[(A)uf(B) 

f(AnB) Cf(A)nffB). 
OnnotcHlafonciioadc^^dans^^quiaA e ^" (F) associc 
f-i (A) - 1 x e E icl que f (*) e A 1 appclcc image r&iproquc dc A <nc pas confondrc avec 
("application rcciproquc d'unc fonciion bijeciivc). 
Soicnl A. B e S*(F) Alots : 

a c b =»r-i<A)c H(B) 

H(AuB)»M(A)uf-'(B) 
I-'(AnB) =H(A) nf-'(B). 



I 



■ 



Si E C R fcsiditc 4 variable rtclle * 

SiF = R fcslrcellc 

Si E C R « F = R f esi unc fonciion re elle 4 une variable r*MC 

Cmad^ciudiclesfonciions f: M ► * c'csi-a^ircles suites numenqucs. 

Dans touie la suiie. on etudicra les fonciion* iHWci 4 unc vanabU rccllc. 

Operations sur les fonclions t 



Soicnl f, 6 el h des fonciions recllcs 4 unc variable rtclle 

i)On appcllc sommede f etg la fowuon f + g dcfmic par . 

<r+g)<*)=f(*)+s<*> 

ii) Lc produil de f et g csi la fonciion fg definic pax: 
<rg)(x) = f(x)g<x) 

iii) La composition de f el g csi la fonciion fog «Jcfinic ooj : 
gofOO-gttW) 

La loi "o" csi associaiive (fog) o h = f o (gob) 

die ncsl pas en general commutative comme on lc von dans cct ewmpie . 

si f(x) = I + * 2 



ci 



■W-J 



f0g(s) = f(J-) -JT+' 



iv)Sih = gof alors pour tout A C R h -1 (A) = M|g -, (A)] 

v) Ifl csi la fonciion valeur absoSue dc f : tfl(x) = lf(*)l - sup (f(x). -«0) 




Parity et periodicite" 

Soil E C R «cl que E soil symctrique par rapport 4 l'origine c'csl-a-dirc : 

x c E => -* e E 
Soil f unc fonciion rtellc dermic sur E 
fes.dii C paire(re S pimp a lre)si.eiKulcmenlsi.pourlouH I E 

translation dcvccicurT; 

U pcriodc T csi la plus peiiic valcur qui saiisfaii 4 : pour lout x e E Kx + I) - HW 
Consequence : f(« + nT) - f(x) 

W f(*-nT) = f(x) oiineW 
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T 

Chapitre 2 



Elopes vers Catalyst 



(i raphe d'une fonclion 



Soiif: E c IR 



* RQnassocic a f son graphc GrdcTini par : 

Gf-(tx.y)£ R 2 /xeEeiy=f(x)» 
L'intcrscction dc Gf avec la vcnicalc d'cquation x = a csi vide si a ■ E, 
ct conlicnl Ic poinl (a. f(a)) si a € E. 

Rcciproqucmcnl. unc panic non vide clc R 2 csi le graphc d'unc fonclion si, ct sculcmcnl si. 
son intersection avec chaquc vcnicalc conlicnl au plus un point 

Function bornee 

Soil f unc fonclion dcTmic sur E C R 

feat dite in j jcrit (rcsp. mlnortfr) si. cl seulcmeni si ('ensemble f(E) est majore* (rcsp. 

in iiii-irc ) e'est-a-dire 

3 A e R VicE f(x) S A (rcsp. f(x) a A) 
A csi appcld maj Grant (rcsp mfnonni) de f(E) 
f borntfe «■ f majorec ei minorce 

» 3 B > tel que lf(x)l SB V x e E 
Si f csi majorec alors f(E) admci unc bomc suptf ricuic M (Ic plus petit majorani dc f(E)) 



M ■ sup f<x) 
xe E 



i) V x € E f(x) fi M 

ii) V t > 3x « E id que 1 1 ■ . i > M - t 



Si f csi minorce alors f(E) admct unc borne infeneure m Clc plus petil minorani dc f(E» 

m = iif f(Jt> «^ 
xe E 



i) V x e E f(x) ? m 

i) V t > 3 x e E lei que f<x„) < m - e 



I'ropn.Us : 



i) Si f est bomcc dans E alors : 
infj(x) = -sup(-f(x)) 



s«. 



X6l 



infr-f(x))= -su£f()i) 



ii) Soieni f ct g bomccs dans E. Si pour loui X e E ffx) 5 g(x) alors 

sup f(x) £supg(x) el inff(x)i infc(x) 
xeE xce xeE xeE 

iii) Soieni f bomce dans Eel AcE alors 
sup f(x) fi sup f(x)c( inff(x)2 inff(x) 
xeA xeE xeA x^E 

iv) Si f ct g soni hoinees dans F* alors 
sup(f+g)(x)£ sup I 
xtE xeE 



sup(f+g)(x)Ssup f(x)+ sup_g(s> 
xeE 



v) Si f csi majorec dans E alors 
supJf(Ji>4k) = k ♦ supJCO Oil k g IR 



xeE 
sik>0 



alors 



supjkflx)) 



Ic sup f(xj 



Fonctions monotones 



Unc foncu'on rccllc f dermic sur E c R csi ditc monotone si. ci sculcmeni si f est 
croissanic (rcsp. decroissante) sur E : 

V xi. x 2 « E x, < xj => f(x,) S t(xj) (rcsp. f(x £>f (xj» 
f est ditc slriclcmcnl croissanic (rcsp. striclcmcnl ddcroissantc) si les incgalitcs son! strides. 
Ei dans cccasfcstinjccuve car x ( • \ : impliquc fi ■■ > > l'(xj). 

ProprWtes : i) Soieni f unc fonclion monotone croissanic (rcsp. monotone decroissante) 
ci X £ 0. Alors b fonclion f ddfinic par ( Ai)(x) ■ A f(x) csi monotone croissanic (rcsp. 
monoionc clccroissanie). 
ii)Si f et g sonx positives cl crotssanlcs alors leproduil fg I'esiaussi. 



Limite d'unc fonclion 



On rappcllc qu'on noicra Vxq lout voisinagc ite Xo e'est-a dire loutc panic dc R qui 
coniicnt un intctvaltc ouvert dc ccriirc x Q : I x, - r, x Q + r ( ou r > 



PefinUion 



Soil I .i.hr i ■■ .in voisinagc Vi dCK (saufpcut-ctrecn x„J. 

f admct unc limite / au point x si. ci sculcmcnl si, 

V t > 3 T| > V x c Vi (x * x„) <bt - x l < n =* lf(x) -I l<C ) 

On note lim f(x>= / 
x^« 

Cclasignifn.'qucf(x)csiaussi voismqucl'on vcul dc / quand x appnvhc Xo. 

Ccitc proposition componc unc don nfo 8 ci unc inconnuc J] . Lc probltmc consiic done a 

trouvcr n cl ccttc solution n, n'esi pas unique car si i)| vcrific t| > t\\ > alors rji 

Lvi .uis'i unc solution. 



Exemple : f(x) » 2x - 1 a pour limite I quand x lend vers I, 
lf(x>- Il-l2x-2l<r m tx — 1 1 <= c/2 

Onadonc:VE>0 3 ti - j lc | que U - II < t(l =» lf(x) Il<c 
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Chapilrr 2 



Elai'es VtfS tanaly . 



Enrcalileloul n. vcrifiani n. < ~ convicnL * 

Remarque : i(x) nc lend pas ten I quand x lend VM *„ si. ci sculcmcm si. 

3 E >o vi,>o 3* e v* o <ix-* i<i, aifw-iito 

Pfnnmilmn fcj : La limiic quand die cxisie. M unique. 
Limite quand x l<?nd vers °* 



' } xHlL X) = ' (rCSp ' x -*^°)«( v «>0 3A>0:x>A (rcsp. x < -A) =» 

ifW - n< « ) 
Limite infinie 



ii) j-imJCx) = -H- (resp.x-*— ) »(VA>0 3B>0: x > B (rcsp. x<-B) 



iii) KnfX*) = -°° <resp.x-t-«) «(VA:>0 3D >0: x> B (rasp. x<-B}^ 

iv)Iim^x)=- Mo «[VA>0 3 n >o : (l.-a )<T|cue Yfe* W>A» A ' 
fifflni)-—«[VA>0 3ii>0 :(U-Xol<iietxe Vx =» f(x) <-A)] 

Limiic a droitc. Limite a gauche 



1* admel unc limiic rf & droiie (rcsp it gauche) de x si. ci sculcment si . 

X?2£ 9 |!.*«t V |*i V ^ :x - <x< ^*n (rcsp.x^-1! <x<*J**UW-n <t 
On iw(c lim f(x) ■ / (reap, lim f(x) = /) 

x-Mn 



I-«xe 



PrgPftNlimi U i Si f admci unc limiic ;m poim x alors f admei unc Ii mite a droiie ei 
unc limiic a gauche au poim x Q el : lim f(x) = lim f(x) = Jim f(x) 

X-*»S X-4X 



*-*v 



Deux conditions caracterisliques. 



I liiTnnir Z.3 : 

Soil f unc fonction ddfinic sue un voisinage V*,, dc x dans R 

Pour que f icndc vers / quand x lend vers x . 1 fa ut ci il wffu que pour louic suiic 

l,Jn 'W* limiic x„ (x,, * x ) b suite (f(x B )) n e w admeuc pour limiic /. 
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Theorem e 2.4 : Critere de Cauchy 

Soil fdcTinie sur Vx„ c K ou x a e IR 

Pout que f ail unc Ii mile quand x lend vers x„. il faul ci il sufYil que ! 
V c > 3 ti > V x, x' g VXq (x * x ci x* 1 x ) 
I x - x Q l < n 
■ IX--..K,} =* "W-IU1KI 



Operations sur les limites 



Soicni f, ct fj. deux fbnetions dcTinics sur E c R. 

i)Si Um t,(x)=i, ci lim f,(x) 
x-»x„ x-»x 

lim(Xf,Kx)=X// ou 7« IR 

x-t»o 

hm(f l f 1 ){x)=/ / / 2 

X-*l„ 

lim (f,+f2)(x) «= // + rj 

X-»Xo 

lim (kx) = f 

x-.x '1 >i 

alors //iij. 



/; alors 






^llCMS 



ii)Si lim f,(x)°+<-> (rcsp. -—) ci f 2 bomcc alors lim (f t +fjXx) = ■*«■» (rcsp. -— ) 



x-»x 



iii)Si limf^x)-*- ■ lim f 2 U) alors lim (f 1 fj)(x) = t« 

»-»*o X-#Xo X-*Xo 

Si limf l (x)=+™ ci limfj(x)*0 alon lim(f|fi)(x) = oo 

*-«o »-*x *_•»„ 



iv)Si lim f,<x> = 



Si I 



alors lim Trr* 1 ) 
a-txJiW 



1 lim T t (x) = alors lim 77-^=1— 



v) Si limf,(x) = ci si f 2 c« botirfc au voisinage dc x alors lim (r,r 7 Kx)»0 



f> 
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Formes indeterminees. 



T 



4ETUUP 



Chapiire 2 



.com 



* J + x* 



1 - J> 



Ei-apes vers Vatwlyst 



Si lim r|(x) = +— ct limf 2 <x)-4~ alors f,/f 2 (fC5p. ',-12) prdscmc une Tormc 

X-»X «-«o 

intldtcimincc ; — (resp. *• - <*■) 

Dcmernc si lim r,(x) = cl limf 3 <*)at« alors Tfo prcscnic unc forme 

ind&cnnine'eO-~. 

II est loujours possible dc lever rindi'terminauon en utilisant cc qui suii. 



Comparisons des fonclions. 



iv)Sif~g et limg(*) = * alors limr(x) = / 



ThCorcme 2 
a) sir, 

En plus 
b)Sir- 


5 : 
-0(0**2" 

r,° = o<f a ) 

(g) « f t = 


o <0 alors (i + 1 2 

si a 6 R+ 
(gi> alors fr, = i 


= O (0«r,- 

(Egl) 


12 = 0(1) 


o(f) 




c) Si r i 


o (g) ci si f 


:t g nc s'annulcn 


pas sur Vx„ alors — = 





Fonclions 6quivalent.es cl Fonclions negligoablcs. 

Soicm f ci g, deux fonclions dcTmies dans Vxq sauf peui-ctrc en Xq. 
O On dil que f ci g sont fquivalentes au voisinagc dc x„ ( ou lorsquc x -> x ) si . ci 
sculcmcni s'il cxislc unc fonciion c dcTinic sur V* telle que : i(i) = g(x) (I + c(x)> avee 
lim t(x) = . On noic alors f- g 

x-tx *o 

O r csi diic ncgligrable devani g au point x et Ton note r = o (g) s'il exisic unc 
fonciion e definic sur Vx Q telle que f(x) = e(x) g(x) avee lim c(x) = . 



\-<n. 



Proprietes et rfeultals. 



On a les rropriitcs. suivanics : 

i) La rclaiion - est unc relation d'equi valence. 

ii) f - g « f - g - oCg) 



iii)Sig(x)*0 pour lout xc Vx^, alors 

r-ocg)« 'in»S BOc,f -s ** Hm ^T =l 
Enparliculicrifp o{l) o limf(x)»0 

X-»I 

Exemples: sin x - x. igx ~ x 

l-COSX - — C 1 - I - X 

O 2 

x n*l , o(j-.) pour io U[ „ m M q|MBd x ^ voj ,. jn dc Q 
-4?- 



fir, - Itgg 
x 



Thtforime 2.6 : 

En paniculicr r-g =* f n -B. n pour lout n e IN" 

i0 Si f - g cl si f ci g nc s'annuleni pas sur Vxq alors : j - — 

X„ ' X B 

En parliculiei si f - g ct f ec g nc s'annuleni pas sur Vx„ alors I* - g k pour lout k € Z' 
Attention : en gc^ral 



»i) 



^ f, + r : - g, + g, 



fi - Bi 

*o 

t 2 - g 3 
x 

Exemple : fiC*) = x 2 - x - g,(x) = -x 



fi(x) = x - g I (x)»x 


ei f,(x) * r : <x) = x V Bi*Bj'° 
o 



Infinimcnl 1 pclits. infinimcnl grands. 



Soil f unc fonciion definic sur Vx Q 

Kx") csi un innnimeni pciii au voisinagc dc s„ si, ct stulcmcnt si. lim f(x> = 

f(x) csi un Inririimcnl grand BU voisina^* dc «„ si. cl sculcmcni si. lim f(x) =» *— 
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Chipiite 2 



r.tape» ven I'awilvse 



Deux infinimcni petils (rcsp. grands) f<x) ci g(x) som dc mcmc ordre 

si, el sculcmcnl si, lim ~\= k * ■ 
x-.x SW 

Eir/ny* : sin** ci 2*2 M(1I dc , in r inimcm pciiis au voisinagc dc el dc mime ordre car : 



, „ sin 2 x 1 
Jim _ ^ j - 
X-.0 2x 2 2 



ax" n ) est la 
pciii (rcsp. infinimcni grand) 



Soil n e IN\ si f (x , - ax" (rcsp. a*-»> quand x -, on dii que ax" (rcso 
5 ,3 oXS rmfi,iale dC ' C ' qUC f °° CS ' U " inr,nin,cm l*" 1 <"=*■■ &£*!* 
La panic principalc csi cKicrminec d \inc facon unique. 

Proprietes des infiniment petils 



i) Soicni f ci g deux infinimcni pctiis au voisinagc dc 
" ''°0 i00" = ° rcstd, ° rdresu P i,icur ij! 

*' xl™ gCM*" fcsIlI, ordreinfcrieura8 

Si f- g alors f - g cm un infinimcni pciii d'ordre supencura g. 

U)Soicmy,.yj y,dcs infinimcni pciiud'ordrcn,.^, „ f 

aun.nfin.mcni^iit d'ordre n,+n, + +n , cidJfb ^principajic «i c ' 

>roduudespan«sprincipalcsdc y,.yj y, . ' F P«c«ic 

^opriel^s dg infiniment grands. 



: oicni Fag deux infinimcni grands au voisinagc dc I 
X !^H g(x) = "" f Ca d ' ordre WPWbW a g 
'' m ~to = ° f csl d'ordre mfencur a g. 



'infinj. 



iSoicmy,. y : y^des muniment grands d'ordre n,. n 2 n_ 

°" *>**! + + y-n csi un infinimcni grand d'ordre n <~sup (n! "* il) 

&*" Un ,nfinimcm ?»* d ' ord * n, * * *. « don, la pariic principle 

( 3c produn des parties pnncipalcs dc y, * "*" 



xercices et solutions 



1. Soil T unc function definie 5U r IR, „„ consider* Irs fonc.ions f* *, 
Jinnies sur IR par ; 






f*(«) =.su P (o. ru» 
f-oo = sup (o, -f(*j) 

Donner I'expresslon dr f+ Ft all. dc f" en ronclion de f el In. 



Si f(x) > on a f*(x) ■ «x) ci f-(x) - 
St i(x) < an a P(x) . et T(x) = -f(x) 
Sif(x) = 0Hx)»r-(s) = 
On pcul rcmarqucr que : 

Si fi» > o, r - r- - f ct r* + r- * r = in 
si f(x) < o. r* - r- ■ f ci r + * r- - -r = in 

Ce qui nous pemset dc conclurc que 

f=f*-f-ctin-r*r 

Par consequent f* = £(f+ If1)ei f- = y(lfl- f>. 



2.2. Soit f mi- foncfion reelle a variable rtell*. Monlrer que si t est 
croissant* et non major** sur IR (rcsp. decrolssante et nun minorie sur 
IR) alors lim f(x) = +- (resp. lim f(x) = —>). 



*-*♦ — 



O Soit A e flC puisque f est n«j majorcc sur IR 1 1 cxistc x e IR tel que f(x ) > A 
Cwnmc f esc croissantc on a pour toui x : x * Xo =9 t(x) i S(x Q ) > A . Risumons 
(VA>0 3x Vx>x f(x)>A) « limf(x> = +~ 

O Soil B e IR! f iiam non minorcc sur IR il cxistc x e IR id que r(x ) < B 
Commc f est dccroiisanic on a pour lout x : x & x =» f(x) S RXg) < B . On a done 
obicnu I-i propasieion : 

<VB<0 3x VxSxq f(x)<B) o limf(x) = -«. 



X-tl— 



2.3* Soil f ime function rtclle a variable n»«u>. Montrer que si 
lim f(x) = / alors pour toule suite numirique (x„) telle que 



n— i + » 



lim x. = +— an a lim t(x m ) = I . 
n— ♦ *oo x-* * ^ 



Ed deduire que la fonclion cosinus n'a pas de limilr en ♦-. 



lim f(x) »/t»tff>0 3 A > O icl que x >-A 
x-»t- 



Commc 



lf(x)-/T<r. 
Hinx, -♦-. P ourA>0 ilcxisicNe CS icl que n > N impliquc x. > A ; 
ct lfCx n ) - A < .{ , On o obicnu done la proposiiion : 
1* -45- 
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«wcriwj reeues dvne variable rf.fi if. 
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Chapitre 2 



Etapes vers /'aia/jw 



Vt>0 3NcW tclquen>N=3lfOg-/l<e cc qui cquivaul I limf(x n )=/ 

* On choisit x„ ■ nn ci f<x) = cos * 

Supposons que f(x) = cos x a unc limiu finic / lorsquc x -» +— alors commc 
lim x„ ■ +« on aura Mm f(x„) - / ; or ({xj = cos nil = (-1)" est unc suile 

(livcrgcmcdoncf(x)ncosx n'aposdelimiieen +*». 

2.4. Muntrcr qur la fonclion rfflle dtfinit sur IR par r(x) b ^r-^ — r est 

it* ♦ a* 

bornee au vohinage d* 0. En deduire lim ■■ ■ ■ — *- 
pour lout n c IN*, (a, b) e (IR") 1 . 



Pour Ixl < -==■ on a : 

VT 



la! 2 lal 2 



2lhl 

w 



2 2 lx' + a'l 

hi lat 

i est done bomcc sur I'inEervalte 1- -=• . -^| qu i est un voisinage dc 0, 

VT VT 
Soil g(x) = x n ou n « IN* on a lim g<x) = 0,comme fcHbomtfc ;iu voisinagCdcO, 



ona 



bs n 



lim f(x.)g(x> - = lim ( ■" * ) 
*-.0 *_,o * 2 * a 2 



2.5. On considtre deux functions reelles dtflnits rtspfcljvcmcnt 
sur [-2. +~J ft |-2, 01 u| 0. *~| par : 
fix) = V 2*7 - nT2 

V 2+x - >f~ i" , 

) 



EC) =~ I 



2 V 2 



Montrcr que g(x) s - 



l.n deduire lim jm a ; . 
8-* 



f(* 



2 V~T x(2V~T ♦ ffx 



(*>> 
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f(x) - V 2+x - VT = 



v 2t« -t fT 2VT + r< x > 



-f<*> 



x i 2 ^y ** 2 VT + f(x) 2VT'" x 2VT(2Y f T*r(x» 



' >k 



1 4.L 



Commc 



SSI. 



i 



- BOO = - 



1 



2VT + f(xr "" 2VT[2VT4f(x:)p 
VT 



or lim f(x) = done lim g(x) = - ■ 
x-»0 x-#o 3 ' 



2.6 Calculer li» ~ 3x2> iS = ** 

M-.IC/3 2sinfll _ U 



V 



Soil f(x) ■ 



-3x 2 +4 B x-*2 * -©<*-») 



2sin(x - ^ 



2 sin(x - 5 



= 2 ( *"*> • 



sin(x-|» 



Commc lim 

X-MI/3 



sinfx-^ 



= lim 



sin X 



_ s. X-*> 

3 



X 



■ I d'oii lim f(x) =n 
x-m/J 



2.7. CalcuJer Mm 



rs 



""V - 2 



^ETU: 



•nip 
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.com 



tMcnm»**^»™3g& 



cos x - 1 




, 5- a 1or* I""- 

Commc cos « - ' p " 2 x--»° 




2.8 Calculcr l'W /2 sin 2kk 



On pose 



Ui.*-4 ~ 


l-»0 


2 




„ = cos&**'> B 


- sin nl 



cos n* 

****** *jri 



.s in KL 
lim (— S J 



2.9.*Caleultr ^H*"* ! - *"" " ^ tf»$] 




PourX 



Ona 

SI x -» 0* x > on a : 



. i((a ; = VT lsin r l 

* VT sin I a"«s 




Chapiirt 2 



Eeap r y ,,, A fa,,^ 



e( 



^-V2" A |*< 



J*53 frr SM e 




**-+ "•— *«-«.. =^ 

sin I J 




Calcultr lim 




sin- 
eicommc lim — i = j: m sin X 






Pour 



*-»+«. x > 



C[ 






A 



2 - i- 
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FOHCTIONS KEELLES DUNE VARIABLE KEELLE 

A UUTTES 

l 



Pour x — ► *-> . x > ci 



X+l-V X 2 *3 

2x~n — ■ — 

* + 1 -Vrt3 



•7 



ct linr 



2x - l 



i + u - V~i+3uT , 

" a lin l ? — T, =0 0{i »-r 



Pour x -» -— , x < ci 



2x -1 



*<2-J 



x + I - V x 2 +3 

lim ■ ., ; -] 

x-t- 



2 -r 



2x - I 



2.12. Cakulcr lira 



V7 



«"- VT^T 



On pose a = Vx ; 



U 1 



ci Mm 
x- 



fe 



2.13.* C.leul.r lit f 2£i« 6iil 

oil a, P. a *[ i) sont d« rids non mil, 



= 1 



Soil 



f(x) 



_oxi_ + Gxi 

x 2 ♦ a r* + 



(g*p ) »* + (ob -f p a w4 
<xUa)(x 2 + b) 



i ■ v 



Chapiir* 2 



Etape* ven {'analyst- 



A 

d'oi M(|i«i S ia + 0>O ci limf(x). 



sJa + f}< 



2.14* c.cuier teq M ,*„* vers (I ( 0) Ia 

des deux fonctions suivantes d«fini« sur IR- - 

liL 1 



i) f(x) , 



3x - TxT *• • « ™ 



ii) |(x) = 1 _ c« x co . L 



Pour x > on 
Sia> 1 

Sia-c 1 

Sl a - I 



«x>.{x--l 
Mm f(x) = 

x-»0* 

lim f(x) = *<« 

x-»0* 

limf(x)-i 

i-.0" * 



Pour x < on a r(x) - - 1 (-xT*-> 



Sia> ] 
Sia< I 

Si a = I 



lim f{x) ■ 
x-»0- 

lim f ■( ■ i - ■ « 



1 



limf(x)=-i., 
*-.0- « 

Donc S ,asl. fn-apasdclimiiccnocisiax IimfyQ.0 

x-»0 



ii) lim (1 - 



cosxcos-;= i -liracosxcos- 



X-.Q 



Supposons que lim cos x cos - « i alors 

i cos x cos - lim cos x c »s — 

lim cos !■ = lim- 1 _ L± x 

X-.0 x ,_»o cosx link ootx 

I-.0 

orcos^ n-apas^ limiieenOcarsionprcrMlx^- 1 - ( umx,,, 



»l 
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fONCTIONS RBtUES li'VNE vamable heeuj: 

wans 



a cos x„ m cos nx = (-1)" est une suite divergent done 



1 - cos x cos - n 'a pas de limile quand x -* 0. 



2.15 Monlrer que la foncfion definie sur ER - par f(x) = sin — n*a pas de 
lim it e au point 0. 



On considirc la suite x. 






■ A 



On a lim x„ = et ftx„) = sin (-♦ nn) - cos n* = (-l) n 

n-»— * 

(f(x„)) est unc suite divcrgente 

r n'a done pas de limitc en car sinon la suiic (f(x„)) scraii convcrgcnie. cc qui est 
impossible. 

2.16. Montrer que Irs fonclions r et g d^finies par f(x) = x 1 -. sin -\ 
ti B(*t = * 2 - » 5 sont Iquivalcnles A x 2 au voisinage de 0. 
En dlduire -que f el g son! tfquivalentes au voisinage de 0. 



x 2 * sin 3 « /' sin x \ 2 

X J = + v' k / ' Sm * ICT< ' vcr5 3 t l uand * lend vcre 0. 



lim 
x— * 



3 2 + sin 3 x 



o~" U 



■ 1 » x 2 ♦ sin'x - x 2 

o 

lim * Y ■ "'"1 (I -x3>= 1 « x2_ x 5 . x 2 

x-^0 ** x-»0 o 

Commc la rebiion d'equivalence csi transitive on a x 2 ♦ sin^x ~ x 2 - x^. 



2.17. Donnrr au voisinage de un equivalent des roncllons surnames : 
(1 - cos3x) cotg x. 

m i „.. ,i - cos 3* . 

"I Log f ^y ). 

Hi) Ig x - sin x. 






i) 1 - cos 3x ■ 2 sin 2 |? 



Commc sin^x r ^-x ona sin 2 |-x - 4~ cl L - cos 3x - 



3 3 

2 X 5 2 



2 o 4 



9xi 
o 2 



de plus co*g x - - car sin x - x ei cos x - 1 






v » 



CKifilre J 



Elapti wn I'tutalfse 



a alorsO- cos 3x) cotg x - y* 



= ' >u> 8 ff i ♦ U_ Los ,1 



J 



Lot 



2.-2 



ord'aprcsjf 



l-cos3x - |^2 ctators 



i -.„ /J —COg 3x \ . o 

"* I ^ Jo L( * 2 e 2L °2 3 " Lo « 2 



On oblicm 



"i)igx-sinx B |j{x(]-cosx) 
Commel-cosx 5 *y- e. tgx - x 

on a tg x - sin x - %- 
o 2 



2.18. Donncr un equivalent des fonclions suivantes : 
'> (* - f* l« <» + ** au volslnaee de |- 

(1) (e^* _ i) . _ (oi a € ^ au voislnaEe de _ 



sin f 



i*X 



B) On pose |- ^ quand x ->~.t-K> 

Soil f(x). (e-/"-]) — L_ = (c'-i)— ! — = (t+ll *!d. _EL 



sin(-=-) 
a+x 



sin 



l+l 



!i tf 



or 



l.m ^— lim il to -Iti- 

x 5,n NT 

t 

"im— =lei lim -!±L B , im -J— = , oitTt! ±. 
l-*0 sijl _L T-.0 S|I| T l+I 



.. Ml 

t-*0 1 



1* 



\*l 
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done lim 



JL.i 



* x* ' 



FQNCTIOUS REELLES DVNE VARIABLE REELLE 

* usiriES 
i 



c, f(«) - \+ 1. 



2.19.* Delerminer au voisinag* de les parlies principals d« 
infi mum-ill pelils sulvants : 



i) VT+T - l - - 

II) V Ui - e* 

iii) sin x - |g x + 2x(cqs x - 1) 



, 1+MI+& 2 



2 fi«i{h| VT+7 + <i*|> 



V l+x - (1+|) 

et lim * = lim 



x-tf *1 



*-»0V i« + 04$ 

x2 -2 



= 1 



done V kx - <l+|) - - -4- ct — j" SB la panic principal dc V l+x - 1 - | 



i c 2x -2*.! 

. ,. x+2x L r£— 1-2^^ 

n)v l+i -c" = -== — = , — =x- 



V l+x +e* V l+x +c* V"7 



+x +c* 



commc lim ^r— -= lim -tt— = I o£i X = 2x ct lim (V l+x +c") = 2 
X-+G ** i-K) X *-»0 



V l+x 



+c" 



ona 



lim 

x-*0 1 



lim 
x-*l 



i-: 



(-2) 



■2x_, 



2x. 



■n 



+x +c" 



= a 



tt-TCSl lapaitieprincipalede V l+x -c* 



iii) sin x - Ig x + 2x<cos x - 1) a (cos x - l)(lg x + 2x) 
/ 1 



lim fcosx- l)(tgx + 2x) 
x->0 



3 



,. /COS x - 
lam ( r 



»->o 3 » 






El- rX* csllapj'iicpfincipalcdcsin x - ig x + 2x(cos x - I) 
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Chapilre 2 



Elopes vers i'anatjse 



I 



2.20. Dclerminer quimd » -»+.„ h par.ie pr| B d pa ), d< lu Toncion 
f(x) = V 3 X 2 . ^T^+T - J,. 



f(x) 



3x2 + Vx 4 +l -4,2 



*«+l -x 



V3x=+ V~^+T~ + 2x Vj*2 " V^TT + 2x 

I 

(V3*2 + V x 4 +l +2x)(V x 4 +l + x 2) 



On pose u = - commc x > on a : 



♦ 1 



(V 3+ V l+u 4 +2)<V l+u* + 1 



lim 



■© 



P— ' cl,w ~^ 



U0nC 8? cs,b pa " ic ' P r,ncl r jle * «») au voMnagc * *». 



ETIMJP 
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3. FONCTIONS CONTINUES 



Fonctions continues. 



Conlinuite en un polnl 



Soil t unc foncUon_rdellc dcfinie sur un jnlcrvallc I dc R a soil X 6 I . 
La tone lion f est dite conlin ue en x„ si,ci sculcmcni si 
limf(x) = f(0 » fVe>0 3n>0 V* € I0x-x o .< n ,^0f(x)-Kx.J< O ] 

fest ditc discontinue en j, s i die n'es. pas continue en x.. Par example, la fonction 
defin* sur IR par f<» = E(x) (panic enufre tfc x) est disconlinuc en lout poini dc Z. 

Continuity a droile (rcsp. j gauche) * 

f est conunuc a droit, en x„ (rcsp. 4 gauche en ^ > si. « sculcmene si, 

lim fjx) = r<«J (resp. lim f(x ) - f(0 ) 

x-*x„ x-»x; 

Proposiiion 3.1 ; Pour que f soil coniinue a droiic ci a gauche en t, II f au( « il nfll. 
qucrsoiiconUriucenx^ . 

ctoZu^'' ^ ^^ qUi " ** UmilCS dirWrcntes a **" « * Wuchc en x. est 



C tia f>i! re J 



Conlinuite sur un interval le 



ftapu wi totalae 



f esi continue syr un intcrralle I si. ci sculcmcni si. I csi continue en lout point dc I 

Excraple : f est conunuc tor |a. hj c K si. ci sculcmcm si. f «t continue sur II b[ 
I conunuc a gauche era b el f continue a droitc en a. 



Tlieoreme 3.2 : 

Soil f doHnie sur I n x u < I. f est continue en x„ si. ci souk-mem si 

pomis dc I tendant vers x„. Ja suite (({xj) tend vers ffxj, 



pour louic Utile <*,j dc 



Prolongonicnt par contitmiie 



Soil f dcTinie sur un inicrvallc ouvcrt I dc centre x sauf pcut-c^re en x e telle q»c f admc< une 
limitc fen x.. 

Soil F Ja foncuon dcTuiie par F(x) = | ft ^ si * € IN '*-I 

F CSI continue en x„ • lim Ffr) = / = F(x.) F csi due dcdmtc dc f par prolungemem 

par conlinuite en x„. 

F.xemple | Soil f definic sur R* par f{x) -LzjjBU 

x z 

f(x) si x e IR • 



Soil F(x) 



j si x * f> 



F esi deduite dc f par prolongemcw par ceminuile en 0. 

Operations sur les fonelions continues 



i) Si f ci g sont conu'nues en x alors les fonctions f + g. f - g. r fi . f/| (avec g(xj * 0) ci 1(1 
soni continues en «„. 



ii) Soicni 1 ci J deux intcrvallcs dc R 

f:l »Jctg:J 



-»R 



Si f est continue en x e- I cl g coniinue en y . r<< ) a | ors g(>f csl con , inuc cn ^ 



- 
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roscriosjs continues 

r 



Thcorcme sur lcs functions continues sur mi segment 



Thrforcme 3.3 : 

Tome fonciion connnuc sur un micrvalle fv-mn* |a, b) dc R chi bwrrfc, aildni SCS twrncs 

supe'rieurcs el infcTicurcs CI louics lcs valours comprises cnirc scs bomes. 



Rcmarqur important* : Cc uVorcinc n'csl plus valabtc si I'intcrvallc est non bonxi ou 
non ferine' ou si la fonciion n'est pas continue en un poini dc cct interval le. 

Corotlai re 3.3.1. : L*imagc par unc I one t ion continue d'un inicrvallc forme est un 

imcrvallc Tcrmc ; 

II cxisie a ci p e |a, bl lets que : 

i"(a> = inf ft» ci f<B) = sup f(x) 

xclab] xe|a;bj 

ci on a fla.Pl = lf(a).f(p,)| 

Exempt*: Soil f unc fonciion rccllc continue cidoTmic sur (-1. +|1 par f(x> =x 2 . 
A1orsn-1.+I|-[0. 1] 

Corollairc 3.3.2. : Soil f unc fonciion continue sur [a, bl telle que f(a>.f(b) < alors 
il cxislc x„ e la, h[ ic) que f(x,)"0 



Corollaire 3.3J. : (ihcorimc des valcurs inienncdiaircs) 

Soil f unc fonciion continue sur un inicrvallc quelconquc I de R . Soicni x,. x t e I lets que 
x, <: Xj alors pour tout y compris siricicmcm cnuc f(*,)ci f(xj) il ex&U x„e ]»,. x 2 [ 
tel que f(xj = y 



Remarque : Si f est continue sur (a, bj ct y compris cntrc f(a) ct f(b) alors il cxistc 
x„€ [a 1 b|lclqucf<x ) = y 



Fonciion rcciproque 



Thtnremc J.4. : 

Soil I un inicrvallc quelconquc dc IR d'cxircmites a ct b (finics ou infinics) 

Soil f une fonciion rccllc continue ei strktcmem monotone sur I. Alors f est unc bisection 

dc I sur f(I) ci son application rccipmqtic f _1 ck\ cnniinue. suiciemoni monotone a At memc 
sens dc vjriaiion que f. 



-*!(- 



Cfiapii,,, j 




*">«>"> rc^„ t 



*'- W . S o,,cr< resp . CM . 



ires 



recii 



li/t'<» 



y 
Fftn »'«ns Arcsia W ^Z"~ 



{ y ," Arc sir, 



On a 



f" ■ sin y 
-f-SysS. 



y " A ^sin( i i ny) 






'par: 



On a 



{ y = Arc c 0j 



^aaaa^ 



^(Arccos,)./^ 



s ys* 








jf*w«^ 
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Font i ross cotrrtNu 6S 



Fonclions Arc lj> el Arc colR 



n k 



i) La fonciion langcnic est continue smcic 



:icmcnuroissantc sur 1- - . =■[ A valeurs dans R . 



2 '2 



EBB admc. unc bijcc.ion rccipmqu*. Arc tg. ***** croissant* ci impairc dftft* M B 
a\-afcursdans|-j.^paf: 



[y = Arc ig x 



f<y< r 



ill La function counccnlc est cmiinuc.siri-rtcmcm McrotenU sur ]o, k| S valour dan. 1 
EMclSr NjMkn recipe. Arm-g. suicirmcnl <!«**»» c. .mpa^ d» 
1R li valcur dans 1(5. n( par : 



fink* sin 



y = Arccotg x 
XG R 



(x = coig 
< y < 



On a: 



Arccotg x + Arclgx =- 
Arcigx»Axclg-*^-|-poiT xe IR" 





1 

i 


p 


g ^ 


^oS 


c 




•f 




Excrciccs et solutions 



„ , Auw^x 



3.1. Soil unr roncliM d^fini* *ur ]-p 01 u |0. fl P»r **) ■ j„ 
Est-«llc prolongable par coniimrtff en ? 



-«)- 



. 



Chapttre 3 



£ tapes vets l\ina!ye 



f est continue Mir 1- — 0| w |0. y | commc produit dc deux fonclions continues 

mri-f.oiulo.fi 



Si x > llg xl 



,. ,, . I „ sin x . ., . 1.1 

* oi lira f(\)=^(lim — r - ) (lim — — ) = r 



«-*' 



X-0* 



sin \ 



Si ft <0 lig xl = - ig x cl hmr(*) = -r(lim— - •} (hrn — r3— C 
Comme lim l(ft) * hm f(x) . la fonciion 1 nj"est pa 1 * prolongcahlc paj conlinuilc en 0. 

3.2.* Soil f line fonciion rcelle continue sur | -«>, x.] (x. e Dc) el 

lellr que lim f(x) = /" Hnic. 
x— >— os 

Montrer que f est bornee sur 1 -<-», x„|. 



Soil t > commc I im f(x) = I il exists X„ < (avee X < x„ > icl que pour 

soul x < X„. If(x) - 1 1 < t c*csi-a-dire I -e < f(x) <f +* 

On voii que f csi bornee sur I' inicrvallc 1 -*-*. X n [ or f est doja bornee sur (X„, xj car 

continue sur IX , xj. Done f csi bomcc sur 1 -—. XJ w [X , xj = ] — •. x„1 



3.3 * SoLl r une fonciion reelle continue en x„ e D* avec f(*- B ) < 0. 
Monlrer qu'il exist* r > (M.I que fi\.,- h) i pour laul h qui verifie 
|b| < n ■ 

fesuonunueenfta » 

<Ve>03ti>0 Vh : lhl< n. =» lf(x„ + h) - f(x Jl < t) 
cc qui impliquc <Ve>03ti>0 Vh :HiI<ti =» f(x + h) < f(x J + e < t) 

on a alors r(x„ + h) < pour Ihl < i\ sinon f(x +h) *» 

le cas f(x„ + h) = n'esi pas possible car alors lim f(x„ + h) = f(xj = impossible 

h-»0 

(r(O<0) 

Si f<x o +h)>0 on pose c - t{ \* > 



Commc f(x_ + h) < e pour Ihl < t\ . on aura f(x„ + h) < 



f(* n *h) 



A 



Done 



([in 



irrmossi 



blc. 



f(x, + b)<0 pour 
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pour Ihl < T| cc 
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FONcnang continues 



3.4.* Soil f une ronciiun reellc dtfinie W R, continue *n tt telle 
que f(x) = r<£» pour tout x e IR ; oil fc > I. Ik ri-el) 

Monlrer que f est une Tonciiun constant* Mir IR . 



On a dvidcrmneru par recurrence : 
"» = tfa Pour i°ut n e IN 

n 

Consvdv'rons la suiic dc lefmc general u B = i ( Uft > converge vers car k > I . 

Commc f csiconiinue en 0. la suite (({uj) converge vers f(0) or f(u B ) = f(x) done 

f(x) ■ f(0) pour tout x 6 R 

La fonction f est done CQWttnW sur R . 

3.5. Solent f ct e deux fonclions numeriques continues liir IK. Solent 
h, rl hj Irs fonclions definlcs par : 

h,(x) = sup Wx>, B <*)) 
fc,{«) = inr {fix), &)) 

1°) Soil <„€lK tel que f(« u ) 2 ([(*„). E, au lir les ine«;ilites : 

h,<x) - b,(x t » s mp { |q» - f (XB )|, |j. U( , zM , 
ct h 2 (x) - h 2 (x u ) ? -inf ( |IXx) - f(x.)|. |j.(o - c (x o) | ) 

2°> Monircr que l« a rl h i sont continues sur IK. 




l n )Mx)-h l (xJ = sup|fW,g(»))-r(xJ.Onadone 

ou bicn : bjfc) - n,<*J ■ '<*> - ROS lf(«) -f<xjl 

on bicn : h| (x) - ■i | <x.> = g W - f W < g(s ) . g ^ t) s |g (s , .^g, 

El "t W " W ^ sup (lf(x) - f(x )*, lg(*) -gcor 3 

M*> " MO = inf ( ((*). g(x) ) - B (x tt ) , On a done 

ou Wen : hj(x) - h^> = f(x) - g(x J 2 r<») -f(xj > - lf(* ) -fi>j| 

ou bicn : M*> - W =» g(x) - S (xJ a - lg(x) -tfxjl 

Fj M*> ~ hj(*J S - inf | lift) - rt>, V, Iff .) -g(x„)l J 
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Eiopes *trs Vamlysr 



2°) Soil ..elR.on suppose par c xcmple que fo J * B(0 
Monuons que h, el h } soni continues en V On a 

h^xj = i(x„)cihj<Xo) c g<* J 
MtM>«i>« 3n,>0Vx f K U-xJcn, 

=*.inx)-f(xji<E) 

gco n unucenx «(Ve>0 3 V « **«* u " xJ< ^ 

Parconscqucn,^ **" 

lx-x n l<q on a: 

-e<f<x)-f(xj<e- 

-e<B(x)-B<*-)<«- 
On a done abtcnu la prooosiuon : 

CtfUHto hi co-tac en x. qucleonque dc R done h, coaUW W IR . 
De intone, on a ! 

, > *> - im * w - mo *- w( m - w. wo -iw i *-* 

On a done obtcnu la proposmon : 

3.6.* Soil f une fonction ree.te I triable reell* telle que f *>il 
.. n f/t\ - 1 el viriflant \a relaliun : 

!~- m- «y>> - «> ^ ur ,ou5 s ■ y ^ 

1°) FJablir que : WO ■ el f «l p«ire 

ii) fix) & pour lout x € D« 

HI) f(2x) = ou f(2x) b 4IW P""* 1 « nul * e Dt 

T) Monlrer que I IK***) " W S ^ «">-«" * f(yU 

Kn deduire que f est continue sur IR . 



,-) o On fan ,- - y dans b elation ^ctionndle « on a MOMflMfo ^ 

itnpliquc HO) =0 
Pour v - • . on a ; 

$*5-&*n*«0!»r r.«tl x) = f(.O^.Io«cpauc. 



Fasciitis:^ continues 



ii) Pour y ■ I on a 

(((x*l)-f{i)-f(1)> 2 = 4f(xjf<i)=4f(x>carr(l)»| ( 



El 



f(x) = |^f(x+l) - r<n> -fCl))j2 * pour loul x £ R 



ill) Commc f(x) 3 CI f(y) > pour lous I g y reel*, la relation fonctionnclk dcvicnt : 
<<*+/) - <<*> - f(y ) = ±2Vf U)f(y) 

« ((x*y) = f(x) ± 2V f<x> f(y) + f(y> = <V"u>)~ + Vl(y7)2 

Hn faisant y = x on obticm f(2x) = ou f(2x) = 4f(x> 

2") On a f(x*y) - f(x) = f(y) ± 2V7(x7 V~f(y7 
ccqui irnpttquc 

lf(x*y) - f(x)l = lf(y) ± 2V7(x7 Vlfyjl < 2V~ VTJJ7 * f(y) 
Pour y « h voisin dc I 'originc. on a : 

if(x-th) - f(x)l s 2 Vf(x7 V f(h> +f(h) 
Comme f est com inuc en ci f(0> * on a 



lim f(h> = f(0) ci lim V f(h) - 
h-»0 h-tf) 



done 



jimlf(x t hH(x)l« V c > 3pD VhcR hl<i| =» V(x*h) - f(x)l< t 
C'cst-a-dirt que f est continue en lout point x g tR . f est done conii nuc sur K . 

3.7. Soient f ci e, deux functions reelles definies sur |o, b| C IR el 

x. e [a, b]. 

Montrer Sur no e»mple que la reciproque de «lte proposition est faussc . 

f continue en i D 1 

g continue en »„ J "* r " con « in »" «n *„ 



Soicnifctgdeux fonciionsdcTinicssur |0. I J par: 



f(x) ■ sin - 

f<0) « I 
« g(i)«x 

alors Ic produil fg eat defini pur : 

fg<x) = x sin ~ 



si x € )0 I] 
pour xg 10. 1) 
si xe JO. 1] 



fg(0) = 

fg est continue sur |0, i ) com inc produil dc functions coniinucs sur ]0. 
Comme lx sin H s 1*1 pour x e |0. l|ona lim x sin-= Q=fE<Q) 

* X-*0 * m 



Ch.ifii'rr 3 



EMMS vers tonal \tr 



1 , 



ci fg csi continue en*0. « 

g est continue en landis que f n'est pan continue en car sin — n'a pas de limitc 

cnO. (voir Ex. 2.15) 



3.8.* Soil 1 mi. fonclion rcelle continue sur |X|, Xj| (X| < x t ) 

On se donne deux reels strictement posit if s a et b. Montrer qu'il existe 

x a e Ui. Xil I'l I"" M ■ fl*i) * b f (*i> = (a + b> RxJ 1 



On applique Ic iltcortmc da valours imcrmc*diaira : 

f est continue sur fx, . rJ, pour tout y compris strictement cntrc f<x,) ct r(xj). il existe 

x„e |x,.x a Itcl<iucr(x )«y. 

Si f(*|)<f(*2) fllor5 0f(X|)<ar(x 2 ), b f(x,) < b f(x.) cl 

a f(Xi> + b f(X|) < a f($i) + b f(xj) < a f(x ? ) + b flx^ ce qui impliquc : 

a + o 
il existe alors x„ € (x,, xj tel que f(x„) = y c'csi-Q-dirc (a + b) RxJ = a f<x,) + b f(xj.> 
Si f(xd > f(x2) on aura : 

a f(Xi) + b fOij) < a f(x,) + b f(R0 c a f(i,) + b f(x,) ei 



af<x,)*bf<x ; ) 
a + b 



ct ft^n) = y rfpond a la question- 



On prcnu" y 

II est 6vidC*)l que si r<x,) = f{x2> alors a f<x,) + b f<x,) ■ (a + b) f(xi) cl x, convicm ( x : 
convieni aussi : a f(xj) + b f(xz) = (a + b) I{x{t) 

3.9 SoJt f unc fon<ctipn rielle definie et continue sur [a, b). 

1°) Montrer qu'il existe un reel x„ c [a. b] lei que pour lout x 6 (a, b] 

on ait fix) < f(x„). 

2°) Montrer sur un cxemplc que I'imanc de ]a. M par r n'est pas 

necc&saircment un intervalle de la forme ]m, Ml. 



1 °) f est continue sur |a. bl cl la borne sup6tieurc csi aiccinte pour un x„ e £a. b| qui 
venue dorte : 

f(x) 5 r(xj pour tout x * la. b] 

2 U ) La^fonction f dfifinic par f(x)=» x 2 csuoniinuc sur H, +'1 " BfJ-*i *' D ■ (0. U. 



J 
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3.10 Montrcr qu'il exisle au moins une solution de l"equalion 



x ' ♦ 3X* - X - I = Q 



appartenanl i Tintervalle )», l|. 



La foncuon f definic par : 

f(x) ■ x 7 + 3x* - x - 1 est coniin uc sur [0. 1 ) 
Depliw f(0) = -t.f(l) = 2 ei flO)fCI)<0 

d'aptbs le corollairc 3.3.2 il cxistc clone x„ e |0. 1 ( id que f(x„> = 0. 

3.1 I. Memlrer que poor x c IR*, I'^qualioi) 
Log x *x z *x-3 = 

udmel unr solution unique \„ g |l, 2(. 



La fonciioo f dcTinic sur IR+ pa/ f(x) ■ Log x * x 2 + * - 3 est continue sur R^ et.' 
siriciemcm croissanic. ,- 

f csl done bijccli ve dc $£. sur f{IRj). 
Commc f(l )f(2) < , il cxistc *„ e |1, 2t Id que f(xj = 0. 
x.ni unique sinon il cxislc x, e |1,2| id que f(x, ) = » f(*J 
Commc f cm injective sur |l. 2[ , x = Xi. 

3.12. 1') Monlrer qur I'cquulion 

*F> - 3x + J- = ft 

Bdmtl 3 riciflM recllcs distindes dans l-l, + 1| ct encadrcr cliacunc dc ci>s 
ratines dans un intenalle. 



2°) En utilisant la fiurmule sin 5 t = j sin t - i- sin 31 . donner chacu 
dH racinvs Km forme dp sinus. 



in- 



!*)Soiif lafonciiondcfinicsurl-l.+I] rorf(x) =4x 3 - 3x *~ 

Ona f(-l)--i f ( -|) = I fl|...I f(|)= l 

Commc f(-l)f(I) <0. les J racincs x,, x 2 . x 3 dc I'cqualion «.*) *() soni dans 1-1. +l|. 

Pluscxacicrncntona K,«H,-£t, ^ « |^Ii| ct %% 6 > I „ 

2 f t On a 4 sin 3 i - 3 sin t + sin 3i = Q 

Si ..ii pose x = sin l. x ■: h I. *■ If On oblicm 4x 3 - it + sin 3l 

Dnncsinjt- jceqd im P'iquc 
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Ei on trouvc les 3 solutions : 
Ik 



3i=|-+2U ou 3t=y*2kff.k€Z 



. 5ji 



*, = -**-: x 2 = s, n - •*-*»§ 



3.13. tne fonclion jiurncrique f d*finie sur |a. b| est di.e convexe si. el 
«ulfm«m si. pour loul couple (x,. «,) e fc b] , | a , bj e« tout red 
« e (0. I| on a : 

f(ax 3 * (i -a)x2>s *«(%) + (I- a > r< Xj ) 

SmtS^w ' a fOnC "' 0n ' d " nn " par f(s> = *' csl convc " sur l0u < 

2°) Donner un e«mp-le de fonction convexc definie sur (a, hi e i tuii nr 
SOU pas continue sur cet iniervalle. H 



1") Poor lous x, ei x 2 e |a. b] on a : 

fri-x^-x^+^-aniicjio 

Soil a e [0. I] commc a? cl 1-a.SO oia 

aO-o)x l 2 *a(\-a)x 2 2 -2 a (I -a)*, x j2: o 

* m^-^x.i + d-o^-O-aft^-iZftd-ajx^^o 

« c"i 2 +<l-a)K 2 2>(^,t(|-n)x;)^ 

« ar(x,) + (| - a)f(x2) & r(ax, *- (1 - a )x 2 ) 

«-> T:x -*f(x) = x 2 esiconvcxe. 

2 C ) Soil f la fonction dcTmic sur [0. 1 1 par : 

f(*) = x six e JO, II 

f(0)-| 
t n csi pas continue sur 10. I J (non continue en O) 
f cm ccncndani convexc (flO) a 0). 

3.14 Soitnt r et R, deux functions numeriqufs dt-finirs sur lf< par : 

r<x) = E(xi - (x - KCxJI 2 

Rt*) = x - E{x) - (x - KCx))2 »u K(x) est la parlie rntiire de x. 

PJ Eludier la n.nlinuile. In parilf et la perindicilc dc t ft p 

2 ) Tracer le graph e de f it g. 

r) f^ue pen. on dire sur la comintiiie de la tempos** He dea* fo,.,.i. ( .... 
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a > La fiifuinm E es4 coniinuc sur ks intcrvallcs |n, n*-l[ ounc Z 

Pourx e ]n. n*l( E(x) = n 

E est coniinuc h droiic en loul n e Z : • 

Sofcal n c Z ci < t < 1 lim E(n+c) = n = E(n) car E(n+e) - n 

E est done continue h droiic sur R . 

E est discontinue a gauche en iuui ne£: 

Sice 10. I| onaE(n-c( = n-l 

« lim E(n-c) = n-l * E(n) = n 

E-*0 

U lotion dclinie par <p(x) = x -E(x> est done cllcaus* continue a droiic surR ci 

disconiinuc a gauche en loul x c Z. 

On pose x-n + toiice]0. 1( emeZ 

r(n + c)on-c 2 ci lim r(n*E* = n-l * rin*l) = n+| 

f esi done discontinue a gauche en loul if/. 

D'auircpart g(n+c) -c-t 2 ci lim g(n+£) = 0«g(n+i) 

e— »i 
g est done continue sur R . 

En Milium: : E(-x) = ~E(x) - I el E(x * n) = E(x) + ft pour lout * 6 R 
el tout n e Z, 

on obticnt : f(-x) = - E(x) - I - (x - E(x) - 1)2 cc f(x ♦ n) = f(x) * n 
El f n'est in pairc. ni impaire, ni pcriodique. 

g(-x) = - x - E<-x) - (- x - E{-x)) 2 

= - x * E(x) + 1 - (- x + E(x) +1)2 (E(-x) - - E<x) - I) 

= - x + E(x) +■ 1 - (- * 4 E(r)) 2 - 2(- x + E(x)J - I 

= x-E(x)-(x-E<x)) 2 

»g(x) 
g en done pairc 

g(x + 1) = x + 1 - E(x + 1 ) - (x + | _ Efx + l))2 

= x - E(x) - (x -E(x))2 car E( „., > =E(x j + , 

= gOO 

| est penodi que, depc" node 1. 



2°)f(-l)3-I 
Pour -I <x <0 

r(0)=a 

PourO< x < 1 

KD-I 
Pour 1 < x < 2 



f<x)--l-(x+l)2 = -x2_2x-2 
fCx)--x2 

f<x)» 1-<*-l)2 B -x2 + 2x 



Eton pcul detluirc I'exrircssion dc f : 
Pourn<x<n+l f( x ) s n -(s-n) 2 

Commc g admct pour pcriodc I, il suflii dc I'cmdicr sur [0, 1 L 







Chapii'r ' 



£amm>I vert Vanih ■- 



H{0) = 0« g(]).0 

Pour 0<»c] g(x)=x-x 2 

g(n) ■ pou' loul n e Z. 

Pourn<x<n*! g(x> = * - n - (x - n)2. 



s 



I -IN 



f 



-t 



^ 






J«|W 



• * t 1 i 



3°) La conmoscc de deux fonciions I'm continue et I "autre discontinue pcut Sue 
conn nuc. On pcul le voir sur la fonciion g \ 

La fonciion <p dermic par <p(x) = x - E(x) csi discontinue sur R 

h tJcfinic par h(x) =x-x*csi continue sur 1R 

g Qcfinic par g(x) a h 9 (x) csi cependant covin uc sur R . 

3.15 Monlrer que la fonction I drTinie sur m par f(x) ■ — * <*( U nr 

bijection de IK sur un interval!* I que Ton determiner!. 
Determiner sa function rcctproque f -1 . 



f est continue sur R commc produit des tone 
surR. 



BOH x > xclx -»- coniinuc s 



PflUT X £ 



fi»- 



x - I + I 
1 - X 



- X 



- 1 



] - X 

Pour x, < x, S on a -x, > -x 2 ? d'ou 1 - x, > 1 - x, ei 

I I .1 1 * ' 

1 - x, 1 - x 2 l - x, 1 -x 2 * 

ce qui cquivaut a f(x,) < f(xj) a f tsi Slriciuncni croisunie. 



Pour xSO 



w- 



I + x 



On montre flc la memc facon que f est strictcment croissantc. 
Done f est striciemeni croi ssame sur R ; or : 
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.' 









r 

fgscriosscninsUES 



limf(>) = -' « l'^,* 1 " 1 









x 

1 + Ixl 

% 



I + 



i -TJl 



v _ .inne M c« d-i finic par ■ 



ou n e IN* 



' * .'1 <») » «•*•■ *- r °" c,io ° u Earde """" " 
n son »(«) ■ '5"» tx1 







On* u„(0) = 1 \ 



_ bj 



1 - 
1 



1 



_J 

1 * 1*1 



L 

i 



tl'oj 



Umu B <M=l pour**0car0< 1+ul < 

n-*« 



U i°i D n ,lnfs ouc la fonction u„ Test. 

iim (limu„iv">« 1w»« = 

x-»0 n-*» "^ . « 

Iim lllmu-rt' Iim 0»5*M> 



i .... h» 



.uS.i.W-**^" 



,c» u'csl pa 



I- ^ 



ml 
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3-17. Suit f unc rnncliun reelle definie sur un inlervalle I de IR el 

Mill i.i in : 

(•) |f(\) - Wy)l £ If |x — y| puur lout couple [x. y) e I x I 

oil k est unc conslanle dans IR* 

i) Monlrer <que f esl^continue sur I el donncr un exemple dc lelles 

functions. 

l 



ii) La function g dtfinie sur |0, *«| par g(x) = 

viririe-l-elle I'ine&alit* <*) ? 

iii) On suppose « k < 1. Monlrer que ('equation f(x) = * admel ju plus 
une solution. 



i> Soil %„ € I . monuons que f Ml continue en x # . 
Iim f(x) = f(K) ** (V t » 9n>0 V I € I Ix - *J < 1 ** "(*) - f(* u )' < f I 

*f] 



Soil e > si on frond H ■ - V x € 1 li-»J<i| a 

ir(x)-f(ui<k ix-xj <fcn = c 

f est done continue sur I. 

Comme excmplc. soil f/(x) = X + r.sin x de finic sur R on a : 



x + x. 



x-x„. 



lf(x) - RxJI - jlsin x - sin x„l - jlcos <— 5 — ) 1 1 sin (—5 — ) 



s 

ci lf(x)-f(x„H ^ jU-xJ 

fvenfi*: done <•) pour k =- 

ii) Si g verific (•). on aura : 



tar Isin XI < IXI ct I cos XI S I 



fe(*) -#>')> = 



1 1 



iVT -^/Ti 



11 yl 



=7- < k Is - yl 



>JT Ty VTV7" V"i~\' y iVT + V~y"i 

cc qui impliquc I £ k \x\y • > ** + V >• I 

St on Tail KndR X ci y vers 0. on oblicni 1 S 05 qui tsi im|xissiblc done g nc vcrific 

rosC). 

- 

iii)Sircqu:iiionl(x)- * ,r-.iit deux solutions ;x, cix 2 onourait: 

I., «Tl-u"(xa) [*(xi)lSklX| Sil<lxi-Kal c:irn<k<l 

qui signilr t)ticlx] - .\ >\ " x ^ d'oft la COOWdiCtiOOi 
Done rcqu.iioi! f(s) -- « ;ni«ncl an plus une '1'ition. 

■' 



FONCTIONS covimueS 



3.18.* Soil f unr function retlle deflnic sur |,i, l>| par : 

f(x) = x 2 -'Sx 4 7 
Montrer que dans chacun d« deux cm a > |> ci b < -, I* adrntl unr 
function rvciproque que Ton determine™. 



La fonclion f s'ccrii f(x) » ( x - -) 2 -► ^ c'csi-a-dirc row Li forme X 2 + 7. 

f admci done DOC fonclion rvciproque m Ja. bl si. cl SBUlCflpM si. I'micrvalle ouvcrt 

]a. fal nc condom pas X = c'csi-a-jirc K«|.sua|,fett Hrfaemac cratem 

air [2, h| ci f|a. b| e ir< a ), f(b)] « J,. 

f admci une bijcciion ricjpjoqoG T' dcfinic(ctconunic) sur J | ci Miiclcniew CTOhSaTlC. 



Commc i2a^ona» = A/y-i +t 



-k 



«. f-'W^.-J + i pounce Jj. 

Si 6 S - f esi siricicmcni deeroissanio sut |a. b| ci f[a, b] = J f<b). f(a)I = J 2 . 
f admci une bijcciion ricinroque f" 1 dcTinic sur J 2 ct slricicmcm dftcfOitSBOte, 

Commc x £ b < r on a * H - -\/ y - r 



♦I 



r-'(x) 



pour x e J?. 



3.19.* Resoudre les equations en * suivanles : 



i) Arc cos (sin x> m §• 



ii) Arc cos x r J Arc sin , * Arc Ig t 



VT 

2 



i) On pose X - sin * , Xe [-1, l| . Par definition, on a ("equivalence 

_.1 



W= 



I Arc cos X = & 
X - sinx e 1-1.11 



f* 10. Kl 



-72- 



Chap'arc 3 



Elapes tWf tanalyu 



done Arc cos (sin x) ■ — » sin X ■ cos r- 



i* 



9n 



L 'equation devtcnicin x = sin — = sin (jr. - x) 

9n _. 5n -, 

clone x =tt+ -kit oux=— ♦Zkn. 
14 14 

Lcs solutions som done I 'ensemble : 



fe+X 



5n 



(jj-*2kit.ke Z) ^(^+2kn.kc Z). 



ii>Ona 



Arc sin 



•fT 



n k. 



Commc la fonclion Arc l£ est sirtcicmcm croissanic de R vets J-r- ,rjooa: 



3 . , 3 n 

2>' =» Arcig->- 



^T 



ci Arc cos x » 2( Arc sin— — * Arc ig jj> 2 (j-+ T~> = 



done Tequation n'admci pas dc soluiion. 



3.20. Resoudre les Equations en x suivanles : 

i) Arc tg (x + a) + Arc Ig (x - a) = ou a e IK * 

2x 



ii) Arc cos j- = Arc !g x 



Soil f(x> = Arc ig (x ♦ a) 4 Arc i£ {x - a) 
Commc la fonclion Arc ig csi impairc on a f(0) = 

f csi suictcment croissanic car sommc dc deux functions siricicmcni rrnlfUnlCt. done : 
(x > => f(x) > f(0) = Of cc qui signifle 

<x * o => rtx) * o) 

Par suile x = csi la seulc solution dc I'Cquacinn proposce. 



ii) Ptwir loul x e R.ona:^^- 2 Oct l X ' x \ 



cc qui imp1U|uc : 
e'csi-A-dirc 



1 + X 1 1 * X' 

1 ♦ X* 1 + x £ 

I + X 2 

2s 



La fonclion x -> Arc cos r -\ ainsi que x -► Arc Ig x son( dermics sur IR. 

1 l * x 
y « Arc igjl « Arc cos ; 3 » cos y ■ j- «ct ig y = x 



7T7T 
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FOKCTJONS CONTINUES 



2„ = I- 



4x2 (I-*)' 



^ S in 2 ya 1 -cos*y - ' - {| J JjJ = (1 fX ) 



sin y ■ ± 



sin 



I - X" 



**<W!H»"* 2* 



1-3*2*0 « x = t^=-=l 3 



x = - 



I - x' 

2* 



I + x- = impossible car 1 ♦ * 



2/0 





VT ^TT 


Jonc les solutions sonl 


-t*t 



5 



3. 21-* Monlrcr que 



les Tonclion* definies par Uu relations suU.ntes 
aQm „t C nt chacune unc ronctio- «c ip raqu* sur « interval* q»r Ton 
daermhicra : 5ll 

s) .1 Arc cos x - 2 Arc CM «*) = j 

Kj £■ Arc sin x + Arc sin g(x) =- j 

ill) 2 Arc *g * ♦ AJC H h(\) = J" 



L-fcriuur An: cos f<*> =f - § Are cos x fesl valablc que 5. 

OS ^-| Arc cos x Sx. 

« *& 

cc qui cquivaui arr 5 Arc cos % s *g" 

VT £T 

ou encore a - ""T - S * £ ™ 2 

f est done dcTmic surl'inicnallc I,= I- , ■ 2 

^3 £3 

done pour loul x e I- 7 ' ^T"" 

f(*) = cos( 5 -£- |Ai km*) -MM*) 
oft r, cl r, sent definkrs |..« .,(»)■ co- ■ .1 !#)« f jAWCW* 



PupAh -* 



Fiapes it" t'analytc 



r : en Bitacrao* cnfcswtt m i r » ™< cl » s ** » * car b fonc,ion Arc C0( * 

siricicmeni decroissamc. 

f.cslsuicicmcnldccro^sanw^urltl.it] „_*„ 

Pi can^ni f at siricicmeni dicrotic sur I f . die est dcjl continue sur If comm. 

compose* dc deux lonctions coniinucs f, ct f\. 

U fonction f admel done I* function tfeinroque cmunuc cl **«>«« I***"* 

VT VT ' 

surL--?-.-ri- 



uJL'&rilurcATCsmeW =-f ArcMnx-f .mpliqucneccssaircmcnir^gali.^ 

-f 5 "3 ArcsinX "^2 
ce qui dquivaut a : 

-££Arcsin*S^ soiuncorea -1 Sx^a ou a = sin-^ 

U fonciiun g fid clone ilcfinic sue l g = [-1 , a] ct pour ioui x e l g . 



gi(») = «n (- 3 Arc sin * - -p - g, o g 3 {%) 



06 gl « gl sonl dcHnics pai gl <»)= sin 1 cl R#>— jAre sin x~ 3 

g, csi siricicmeni decroissame sur I g i valcurs daflS I- J .4^1 

, t n, 
g, est siricicmeni ctojssante sur l-^*,+p. 

Done g est siriciccnen. decroissame sur ! g . commc cllc«tdcj4 continue, g admel ODD 
foncuon recproquc sur 1-1. a] (ou a = sin-^1 conunuc cl icemen, dccrcssamc 



iii) L ccriiuro Aicig h{x) - ^ - 2 Arc lg x impliquc : 

-2.<2L-;Arctgx<7 e'est-a-dini -|< Arc lg x <y 
2 6 



J'CM 



_^-<x<^7 



h est done definic sur l h = I 



l.^.^Ti 



pur: 



h(*> = lg 0- 2ATdg x) « h, o h ; (*) 
ou h, ci h 3 sum ma ics par h,(x) = lg (x) cl h£x) = ~ - WrOg x. 
H, cslsukicmcmtoroissantcsurlgavalcursdansl ;-.rl 

, n jl 
h, casincicmenicrai.ss3nicsur )• 2 .^l- 



- ?-. - 
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Done h ca «***« ^^ sur , h> comme c||e m ^^ a|Qrs h 

y3 • * 

ranction rcciproquc sur |- -— — . VT| 

3.22 Elltffer (| .raccr re E ra P he dc la fonc.fon f definie sur I* par 
flx) = Arc cos tcos x) 



U|C 



*£sagau&XBZgs£sstgr- 



y = Arc cos (cos i) 
cox x e I 



os<cos*)l (cos x. cos 



(* = y> 



On a done Arc cos (cos x) = x pour uiui x 6 (0, *l 

« grace a b symclnc par ra Ppon 1 y 0y ' on mm** graphc dc f : 




Onvodporcxcmplcqucsix e r*,2»j . 2rc-x e f n ] 



3.23. Eiudier rl lrac*r lp 



f(*> = Arc sin ( — r- ,. } 
1 + x* 



firaphr dc la function f definie par 

2x 



en posnnl x = i K - oil , E j^ ^ 
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On a vu Ex. 3.20 ii) que 



2\ 



< S-v i I pouf lOUl X G K 

1 ♦ x 2 



fcsidoncdcTinicsuiIR . 

•SErfi^^t^--"^^ 



x = lg^ impliquc 



; sin t 



2 -— " 1+** 

cl ft*) = Arc sin (sin I) pour i e l<>. «l 

U teuon i -> Arc *. (sin «« definic s«r ft impure « pfiiotf** 

dc penodc 2n. 

PourtclO.fl . «."» Ak sir. (>in t) = I 

Commc il y a symtoie par rapport ft ftM vcrvcal on a 



ci commc 

On a done : 

D'ou tc graphc dc f 



AjcsirH.sintj= «-l pourie ^ 
f x - Ig t/2 



<* 



I = 2 Ar ig x 
x e IR 



f(i) B 2Arclgx 
f<x)=.R-2Arcigx 



si *e 10.1] 





3.24. Soit f la fonclion rrellc definic par : 

2°) Ex'plicilcr la fonction g. 
1 

t 



PCI (Janvie r 87) Casa r. 



. 




rfr" 



- 



FO.VCTIOSS COVI7NVES 



l a ) Lafonctionf esidcTmic si. el sculcmcnt si . -1 £ 2x - ! i 1 

c'cst-a-dire x e [0, 11. Done D, = (0. 1) 

fesi continue sur [0, I] car la. (oncuon Art Sin I'CSL 

f est striclcmcnl croissantc sur |0, 1 1, en effet pour tout (x. y)e |0. I) x [0. 1] : 

x < y « 2x -1 < 2y - 1 
Commc ta fonction Arc sin est sirietcmcni croissantc sur [-1, +1] , on a 

Arc sin (2x - 1) < Arc sin (2y - 1) 
Cc qui impliquc : f(x) c f(y). 

Dcpius ao. n = if(o) ( rci)i=io, ii 

df(I)- ?♦ j-Arcsinl = t+(;-Xt> ■> 

f diani continue ei strictcmem croissantc sur [0. ll.c'estyncbijccliondc [0, 1] 

sur [0.1). 

Sa fonction rcViproquc g CM done de* firiic suj [0. 1 ) 



2") On a I Equivalence : 

jy « f(x) 
l*e [0,1| 

Jy ■ f<x) 

1*6 [0,1| 



« 



* = g(y) 
[yc io,i| 

y * ~ * it Arc sin * 2 * ~ '* 

-I £ 2x - I < I 



iry - r-= Arc sin (2x - l) 
-1 S2i - 1 S I 



2x- I = sin(*y- £ 

f 2x - 1 ■ - cos <*>•) 
I < y S I 



1 1 
X= 2" 2 C0S ,ry 
S y£ 1 



g ett dOOC 'Jennie sur [(I. 1 1 nar g<*) ~ ' ~ "* *» 



« 




* 



4. FONCTIONS DERIVABLES 



Definitions el propriety 



Dt-rivcc <n un point 



Soil ( unc fonciion reellc dermic sur un inicrvallc 1 dc R - 

Soil ,„ . 1. on dU que f «. Ml. «. , D si. c« seuloncnt », Eg g^g * " 
Rxn+M - f(*ol _,i__, m Rnrtw fini* i au Doini : lim — ! Z 



, () m< . „ odmcl unc | im iuj f.nic / au point : BW™ 



Ccttc limiic /.unique . est appclec d&iv-fe del u point *o i on !» « r(x n ). 

Si on pose * - * -»h . on aura lim j _ " - > l*oJ 

*-**o 

fonction rfcllc a variable reellc telle que lim c(h) = d ou : 

f « derivable en x si, et sculctncm si. «***) - M = I fW * » *> -^ h > " ° 



Inlrrprtlalion pe<Miu ; lri(|UC. 



l.e ruppnri 



! <*)- f <»"> ox) l:i pcntAdc b 



X. - x 



*ETlttJP 



dmit.:M«M' v «w'np.)- 
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I csi derivable cn x,, si . ci sculcmcni si. 
la courbc V dc f adrttfl cn x a une langenic 
T dc pcnie f(x ) c« d'equation : 
g ■ f(Xo) + (* - Xo> HXo)- 

MftM a unc position limuc qui est la 
langenic T en Mn a G. On a f'(x> = tg a 



lluptr vrr.\ lanalysc 



F* 



V-) 




Derive* a droitc , d-crivee a gauche 



f est derivable a droile (resp a gauche) en x„ si. «i sculcmcni si, la [unction 9 defin* 
<P<h>= j; 

admci unc limiie a droile <rcsp a gauche) en qu'on noic 

r(xj)* lim cXh) (rcspr(^)= lim «p(h)) 

h-»0* h-iO- 

Remarques : 
i) f ea derivable en x si. ci sculcmcni si. r<x2) cl T (x5)c*tstcni ci f<xS) - 1 1*5) . 

ii) Si en un point x Q . r (x+) ci T(^) exincm ci sont des valeurs di tfcrcntes, on di l *K 
Mq( x . f(x<>)) est un poini anguleux . 

Fonclion derivable sur un intcrvalle. 



f csi derivable sur la. b[ si. « seuicmem si. f est derivable en lout poinl x £ la, b| 
f est derivable sur la. bl si. ciscolcmem si, rest derivable sur |a.b[,r(aVirjr) 
existent, f csi derivable sur 1—. a] (resp [a. +~| ) si. ci sculcmcm si. (csi dcnvablc 
sur)— .al (resp la. -M*D«n»"> (resp r(a*»cxislc. 



Propriel^s 

Grace a b formulc f(*o + 10 - «*o) - h r(» ) * hc(h) ou limc(h) - on obiicni les 
proprieies suivanics : 

i) Si f «a derivable en x Q alors f esi continue en Xo- U rcciproquc csi faussc : la fonclion 
rccllcdcTmic par f(x) = lx lest continue cnOcmon derivable en car : 

no*) • let r(o-) = -i 

ii) Si f esi consianie sur un interval I dc R alors f csi derivable C4 dc derive* nullc sur I. 



L 
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iii) Si f est derivable sur un intcrvalle I dc IR cl monotone croissanie (icsp monoionc 
decroissafltc)atorsr(x)aO (rcspr(x)SO) pouriouuel. 



Dcrivdc d'ordrc superieur 



Soil f une fonclion derivable, si la derivee dc V cxistc. on (fit que f est deux fois derivable cl 
sa derive seccmcle esi nolcer. . 

Si resin fols derivable, f est derivable jusqu'a I'cwdrc n e'esi ft dire f*. r I* 

cxisienu 

(00 est la derivee d'orilrc n cl on a ; 

f<n) = (ffn-l))- = ( p>%< = .(D(n-1 ). 

Exemplc » **»?£? alors !<•)(«). ^5^ (f« itoncnce) 

f est diw dc classe C n si. el sculcmcni si. f est n fois conunumene derivable e'est-a-dire 

f( n ) exisie et est continue. 

f cm dc chssc C° si, el seulemem si. f Csi coniinue. 



Operations sur les fonctions derivahles. 



Snmmg. produil. mulliplicalion par un scalaire. 



Si f ci g soni deux roftcUons dcrivables en m, e R alors f + | est derivable en x Cl 

U (oil X € IR ) est derivable en *o el ( Xf)"(x ) = XT(xo) 

fg est derivable en x cl (fgV(x ) = g(x ) T(x ) t r(ij g'(x D ) 

Si g(x ) " ° - 'fit "' *HvaMe cn x e « 

_f„. . r(XnU(X n )-f(Xo>g'(x g ) 

V (Xo) — op 

Derivee de la composed de deux fonclions. 



Si g csi derivable en * el f csi derivable cn g(j^) alors fog est derivable cn x t 
ct (fog)'(*o) - f (MM) 6*(*o> 



■ 
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Eiope* veri Vamtfyse 



n^rlvee d'un> » ggggfog ■■6C'P r0 '' ue - 

BaaassKSS«ssa«- , 

(r-')-w« » - p£j 

Pgtgg dcs fu --'""« rir«.lalr«s inverses. 

. - futons Mcsin « WW son, ttMM J*-** '" '■ ♦'«■ C '"*° nt 
ESS* A» ci cos,nus po- f«ct» >&, P roquc. El 



(Arcsin)'{x) = 



Vu* 2 



D^rivce logarilhmique. 



l+v 



Soil f unc foncuon derivable en Xo avec T(x ) * 

On appcllc denvte logarilhmique dc f en Xo la valeur •$§> 



5S55 "f(xo> gc ) 



Formulc dc leibni/. 



Si r «. , « a fois den vablc, a- »o HW * *«*» P' """ • "' " f °' ,S '"^ " "° 



a 






Maximum ct minimum relatifs. 

Sou f unc foncuon definic M un .n.crvallc V fti MJ I. cm ^ 

Ondii q« fadmel up maximum (rcsp minimum) retain en x^. 

((x) fi f(Xo) (rcsp CW2f(x )) Pour ioul x € ] «oHB. *o« I 
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On dil que f admei un cxircmum en x si. ct seulemeni si. x Q csl un max imum ou un 
minimum rclalil" pour f . 



Ihnirciiu- 4.1 

Soli f unc fonciion dcTmic sur un inicrvallc ouven I el x c I 

Sif admclun cxircmum.cn x Q alors f (x ) = . 



Rcmarqucs : 

i) la rtciproquc dc ce iheoremc csl faussc, on a commc cxcmplc la fonciion iccllc f dcTmie 

par f(x) =x 3 . r(0) » el n'esi pas un cxircmum pour f. 

ii) f pcul admciirc un cxirem urn en Xq sans que i"(xo> cxislc . 

Excmple : Soil f la fonciion reclle dcTuiie Sur ] --. — I par 

1 1. x i s I sin x 1 
f admci un minimum en alors que I'originc csl un point 
angulcux. 

rto+)=icir(fr) = -i. 



Theoremes de Rolle et des accroisscmcnls finis. 




Theorem* de Rolle 4.2 : 

Soi 1 f uric fonciion nfclle continue sur [a , b] . derivable sur la. b[ ct idle que f(a) = f(b>. 

Alors ilexisue ce ] a. b[ lclqucr(c) = 



i) Si ii.ii ■ hi ■ i = le ihcorciiK dc Rol Ic sc iraduit par : 

si f a deux racincs a el b alo-rs f a au moins unc racinc c e 1 a. b| . 

ii) Soil fdcTmie sur ( -y, j) par f(x)- I sinxl 

On a vu dans I'cxcmplc precedent que f n'esi pas derivable en o done nc saihfaJi pas iouics 

les hypotheses du ihcorcme dc Rolle. Effeciivcmcnt. II n'exinie pas dc c € I-7 . ^ <el que 

r<o=o 

iii) Lcs hypotheses du ihcorcmc dc Rolle nc BOM pas nccessaires pour avoir le resuliai. 
Ainsila lonciion oVfinic sur (-1. fl| par f<x) = x 2rt +l oil n e tf/ nc sausfaii pas 
I'hypoiWsc rC-l) * f(l) mais WO. 



- 



hapart * 

.— *— rr: rr=^ 

egd&fO))- - — ■ — ' 

r~~^~ZZZ^ ■* Si*-*** * m ' ** w ** 
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Formule de XnylOT. 



Formulc de Taylor pour un polynomc. 



Soil Oi rcsnare vccioricl reel dcs polynflttCI A unc irulc.cnnmcc X ct dc degrf inferior ou 

J% eft dc dimension n + 1 el |W KM Pfcl ■ . I U X-a. (X-a) 2 -. (X-a)"] tsi unc base 
dc S? n sur R . Soil P 6 -2"n ■ P s'ficrii sous b rotmc : 

P(X) = P(a) ♦ <X-»)P"W * <X-a) 2 ^yp + - + ( x - a > n |j| 

appolfic formulc dc Taylor pour un polynomc. 
Si a ■ ators P « mci sous b fotmc : 

P(X) - P(0) t XPXO) * y*" (0) * -. + *fp< n) <0) 

appc1*fc formule de Mac-Laurira pour un polynomc. 

Formule de Taylor pour une fonction. 



U formule de Taylor monircqu-unc roncuon (n+Ofoisderivrttepciiietrc "approcMe- 

par un polynomc dc degrc" n. 



Thcoreme 4.5 : Formulc global* de Taylor-Lagrange. 

Soil f unc fonction reellc dc classc C n sur la. b] ci admciunl unc demee d'ordrc n*l 

sur la, b[ . Mors il cxisie c e )a. b[ lei que : 



Jltmarques : 

i) On reuouvc 1c iheorcmc dcs A.F quand n = 

ii)Leterme fb ~ a> . n t' K ntl >(c) est appclc reste dc Lagrange el nole R„(a. b, 

m)Sia'<bonpeiu loujours ecrire c - a * Oh 06 0<8 < 1 elb - a + h Ouh>0 
iv) Lorsquc b - a + * b formulc de Taylor-Lagrange s'ecril 

£#mm+*mi§m+ ♦ n 7* n)(a)+ ife f<n+,>tc) 

niunrorc tlJp) = PnW * »!»<■• *«• oft P n « un polynAme en » dc degrfi infericur ou 



tad an. f 

Si a = on obtiM la formule de Mac-Launn : 
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Elapei vers ranalyse 




* 


• 




*n+l _*- 





Criapitre 4 



u tt^^^'Hft,) tsi I W co.nmisc quand on rcmplacc f par »c polynonw: 
<°* l * ! ,n , . 

PnW = 1(0) ♦ xrco) + .... + s v ^\o). 

^^l.fon.u.cdcMa^^^ 

K , .il + J^t^f* <> u 0<8<1. 






Soil 

pour tout x e [a. bl on a 

f(x) 



sn+l 



(n+1) 
00 e esl une fonciion rcelle a variable rcelle idle que to e W = 

u wm ix-x Q rhw = oNP ■ csl ^ res,f de Voune 



Functions convcxes. 

sl , P ourtcn rt coupI C (K l .x 2 )€ 3x1 WNMfitM M 
° na: . r(ca 1 + 0-a)x I )5af(x 1 )*{l-tt)<^) 

f est due concave si. ei sculcmcnt si . la fonciion g = -f est convexe . 

Proposition 4.7 , U fonc«U,n f def,nie sur «n inttrvallc . est mmgM *** 

si. pour lout Xo e 1 \z fonctiom. p„ define sur Mx ) par ©«(*> - , _ Xq cs1 

croissanie. 

Proposition 4.8: Si f dermic sur la. b| est convexe alors pour tout «. ■ ]a. bl P^J ct 

HO "isneni. r(x c ) S f"<xs) « test continue sur la.b[ . 
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Theorem* 4.9 : . 

Soil f une fonciion derivable sur un intcrvalle I. f est convcic dans I si. el sculcmcnl si. la 

dcrivce r dc f esl croissanU sur I , 



Cprollairc 4.9.1 : Soil f une fonciion deux fois derivable jut I. 
f est convexe dans I si'cl seulenwm si. f '(*> S pour ioui i I I. 

Corollaire 4.9.2 : Soil f derivable sur I. 

Si f esc convexe dans I alors le graph* de f esl au-de«us de loutcs scs tangenles. 

Dc nombrcuscs inegaliies se dctluiscni dc la notion dc convcxiie, en voici les plus celcbrcs 
Incgalitftde Holder 

n 

1=1 



f 1 > 


1 


/n \ 


l 


E* 


' 


YA 


1 


i-l 




i-l 





1 1 



ou(Xi,Yi)e (BU 2 ct(p.q)€ [1,4«*[XD.-H ielque-+-» 1 
Pout p = q * 2 ou rctrouve I'. 

IncgaUte dc Schwartz 



\L fA M 



£«««iapi» 

lne"galilC (Ic Minkowski 



f outXi.Y^edR*) 3 



t-1 



1 (" V 



oa(Xi.Yi)e(nn 2 cue[i.+~[ 



•L M 
k 



Exerciccs et solutions. 



4.1 Eiudicr la contlnoite el la derivsbilile de la fonciion f drfinic sur 

10, II par ; 

f( X )-V -x Log x pour x f |0, I| et f{0) = 
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1- tapes vtrt 



JW * c JO. | j Log x e J^, oi d'ot, -x Logx a 

r« dtabfcsu, 10 If commc COarcrfgfcgoefta, derivable, 



x - Q 



Jim ffiWfOh. 
I-.0- i - 






pour x > par suite 



-♦• Hfn>« pas derivable en 0. 
Rcmajquomd'abofdque lim ^J.„ u Log x - Ln ff 1 



P""f <s < | 






alors 

f n'csi done pis derivable en J, 



pour » > i ,| jfi) „ _ r 



*■* -2«^* 2x : . 



La fonceion f sc simplifie 



fCx) = 



1*1 Ix- I 



pourx *t. 



ssaSsa^SSr^-^ii 



f(*) = 



pourx> l 
pour x < I 



x^-xt I 

ife>»~ r -S — 

x-*l* 
Six.-*1- (0<x<|) CI | jn] f(x) = _,, f(I) 

lea done coniinuc fi gauche au polni 1 






FOS'CIIONS DFWABU3 



TOO' 



.2- 1 



M r(l") = 



<x z -x + 1)* 
( est done derivable a gauche au point I . 
Etudions la dcrivabiliic dc fen 0. 

Ona f(0)=0cif(x) = - g J* - j pourxc ]-~, It 

x-»0* * *-»0"^ x 7 x-.0*Vx2 - X + IJ 



d'oii 



r0+)— I 



d-oii r(o-)-i 

Commc T(0*) * f" (IT) . i n'esl done pas -derivable en 0. 
On peui conclure que f est derivable surlR\(0.1}. 



4.3* F.iudicr la conlinuile «l la d£rivabilitt a rorifiine dfs ronciions 
reclles f el e dcflnies par : 

ff(x) = x2 E (||i si x * 

I f(0) = 



2°) 



g(x> = x E (-} si x * 



R«M = 



Monu-ons d'abocd que lim x E (-) = 1 



X-tO 

I . . .._,. I . -J* -I 

X 



Soil E (-) « k on a Tc S -< k*l d'ou --1 < h(p S - 
Six>0 etna l-x<xE©S 1 el lim xEB=l 



*-*o 



> * 



Six<0 ona L Sx E{-)< l-x ci lim xEH-l 
x x-tO * 

■done lim xE(-} = I. 

*-»0 * 



nComme lim f(x) = ( lim *>(limxEC7)) = = f(0) alors Tcsl coniinuc enO. 
i_tO *-»0 l-»0 * 



D'auucspan lim f< **~ f *°* = limxEM 

»_0 * x-tf * 

el f esl derivable en avee T(0) ■ 1 . 

2*) Com'pic lenu dc cc qui precede on a : 







Ch apiire 4 



{ Etop 



es v err 



Canaljs 



"5«w-«*i«(o«tai 



»-.o 



B C5i continue en 0, 



Soil 9 | a fonciion 



dcTinie par : 9 <„) ^ _g(x) - g«n , , 
?<*2k)«E(k)- k=0 



4.4* 



sncMpasdcnvablcenO 



en fonclion de f(* ». 



4(-Sj 






\ 



*** i ^JZ£l£* -» w =^r , 8 ^r ad 

' °) Appllqocm Jc ihcortme des a r s r , ' 



^ 



fONCrtOHSDEMVABLES 



- lili^i = hmr<ci)-Um/(ci)-(i onadoncrO 



(•)■!!. 









fa. 









si*<o 



u.rw-i***-** 1 *) 1 "^" 1 
»-o- 



c esi fividcmmc-ni ac cia»c 
4 . 7 * sou f u --* -'" -*" - " '*' , 

f(rt . -Arcco, . P-r . < I * 'J^ , , 

■— *»- 1 ««f :; - s S -«.»'•«" - « ■ ' r,cl 
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La fonction f wi continue sur [-1. Q{ u 1 0, 1] 
Commc Arcig - + Arcig x = - zr pour x < 

lim f(x) = lim ( Arcig-) = lim (- :r- Arcig x) = -=- 
x-ttr *-*<r * «-*0 ■ * 

orr(0)«-ArecosO=-| 

Etfeai continue sur 1-1. + 1] D'auirc part f est derivable sur R* 

TO" — h" powae |— ,0| 

r(x)= i ' pourxe |0,+-l. 

El lim f*<x) = lim (- ■■ = ')n-l ccqui impUqucd'aprfcsrc*crcicc4.5quc r(0~) = -l. 

x-*0- t-*0- 1+** 

Or f*(0) ■ I done f n'csl pas derivable en 0. 

Lc Iheortmc des A.F nc pcut s'appliquer sur [-1, + 1 ] car f n'csi pas derivable sur loul 
rtmcrvaUeH.+U. 
Supposonsqu'ilexisicce 1-1. +l| lei que f(l) -[(-!)= 2T(c). 

fll) - -Arccos 1 = el f(-l) = Arclg(-l) = - J- cc qui donne f(c) = * 

Pource J-1,01 on aura- — x = t- ce qui est impossible 

Pourc e 10. I| on aura -™— =£ ei alors c 2 « I --y <0 impossible 

4 l-c 2 s ** 

Done iln'exisie pas dece 1-1, +1( iclquc i> 1 1 li 1) *2 T(c) 



4.8 On considers la_suite n-riic (u D ) diflnlc par : 



uq 



*r] 



pour n € IN* 
1") Ed uiilisant Ee theorem c des accroisscmcnts Finis, monirer que ; 

=• < V n* 1 -V v < — =^= 



n e IN • . 



2'Tiitl IV n 

2 J ) En (i( fin ire que «n < uq < vji oil (w n ) b c IV cl < v n) n t IN* sonl 

des Sliilts rerll€S ft ililirir.iniT. 

Calculer lim u n . 



PC | (Jan 86) Fac des sciences I Casa. 



I") La fonction f deltaic par f(x) = , lx est derivable sur (0. •+«( . Ic iMorcrnc des A.F 
sur(x-l.x) (ou x> I) donne: 
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r<x)-f(x-i) = r(c) 



2VT 



ouce )x-l.x[ 



Pburi- n+1 dine D^ On a f(nt|>- ?(„).-!=. ce , nin+1 | 

2V c 

Sois encore V n+1 - V~iT 



2V7 



or n < c < n+ 1 cnirainc Vn < Vc < V"n+I ci * c * c I 

2Vn*l 2VT Wb 



I'ar suite 



•V 



ZV n+1 



2Vn 



2") On ecrii ccs indgalitcs pour n = ]. 2.... It.... 

n U<VT-VT<-U 

2VT 2 >/T 

2V3 2VT 



1 



, < V n+1 - V~n~ * — — - 

2Vn7l 2 VT 

On fail la sommc de ccs mcgaliies ci on obucni : 



L'indcalii£ A droite clnnrw 



incgalii£ A dnoiic donne 

DO >2 



On ajoute — a l'indgalii£ de gauche, il vicm 
ir_ 1_ I ) 

2 irr 37* ■■"TS? 



]<^r-i 



Soil neon 



"n+1* 



rv=r-B 



u n < 



V n+1 

K^O 2/r.i 
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f.lgpes verj/pnal>f 



- ' «*»-= = pourneN- 



Fmalemenionaw B <un<vn d» v n B f^ etWnB >/T 
dim v n =2c. .i.nwn-2 ********* 



4 9* Soil n « IN-. On defimt la rone.ion f. Ntf R par i 

»_**~ Determiner la foncuon i. t 

.. fnnciion r tn continue sauf au* point, de la forme — 
3°) Montrer que la fnnclion «* 

(k **«> ft qi'clk «l derivable , IMrfchtt. 



comiwfc dcfoncikwdfinvables. 



X-.0 * 



x-»t> 

Ei f« est continue en 0. , 

lim- 

f„ est derivable a Toriginc en posanl f n'<°> = °; 
S fn * ^rivable sur R C-vec f„ 0Q - 0) 

clalors lir " fnW -0 - 

n-»— 

J- fcoi-i 2 "" I d'ou lim l" n <x) = x 2 

Pour * ■ rr ( l -_>- 



COO-* 2 - **S 

«. dM-L k e ri car f csl nullc sur CboWfl des intervals 
3») f est continue sur KM— .'" I » 

QwroepnBfto-lJtfl K onalf(*)lS* 2 
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aIbrt [in, l^i.Od'oufestdtfrivflblcau point ciparsuilc continue en 0. 

Pai consequent f est continue sur K\(— ,ke Z" J. 

4.10 Calculer Us derivces successive* des ronctions reelles f el | 
dermics respeclivtmcnl sur IR\(-1J cl IR par : 

n «"> = TTT 

ii) r(k) = * 3 e- x 



i)f(x)= rT 7->-TTT 

Monuou par recurrence que l*»<x) - HJ* 1 (| ^T P° ur ,0Ul " € * 

Ceite relation est vraie pour n - I : f<x) = -2" C~l) (, +X )I*I 

S upposons que la propriety est vraie jusqu'au rang n. abrs 

d ptn-flj^j-^iyi^ (" •*" ] ) ! cccu'ilfallaiidemontrcr. 

\\ + a) 

it) Soil u et v les fotwtions replies dtfinici sur R par : 

u(x) = x 3 ec v(x) ■ c~* . Pour tout x e R on a 
u '(x) „ 3x 2 > U -( X ) « 6x , u"'W - 6 cl uH*) = pour n 24 

ci v( n )(x) = (-l) n e _ * pour lout n 6 W 

Appliquons la forcnulc dc Leibniz & la fonction g ■ U.v 
n 

s (n)„ Yc J u<P) vtn-P) avec uW) = u 

H u v (n) ♦ r. * v("-» * ^ u- v(n-2> + "i^^i u (3) v (n-3) 
Eipourxe R. g(< n >(K) - (-It ^ 3 - 3nx 2 + 3r»>l)x -n(n-l)(n-2)) 



4.11 On considere la function definie sur IR par 

ffx) = x n «>|xl oil n e IN- 
Cnlcultr el eiinl.i-r les 6iti\i-*s successive-;. de f. 



^ETt^JP 



!'o U rx>n on a 'ix) -x"»* ! 

*'M-'n,.i.i»» n o r(x^ - Wn*^" 1 . t< n °'U) = <«<>+ n- 



.com 



Chapto* •* 



HxIb-x""** 
Pour * < on a * .W^ 1 --.. *■** " " (n °* ,)! * ' 

^0 W = -(no + l>!«l< n )Cx)=Opo U rn,no + 2 

Pour i<0ona done _j^ . 

f cfl itoK indefinimeni derivable sur R • - 



Pourx = 



tt 






lim — r* 81 ■ \-(l*n )! si *<0 

■ _ .(1 * 



-i ill" . ^-^l-w-HO'- ■"* 

*-*° w *-w*-«fWn'efl pas dcfmiccnO pour 

n2 no+l- 
festdcclasseC"*. 

4 12 ,*— , -on,.,, - ■« roncUons , t . W- «- 

ii) g{x) - cos(Arclg i). 



est derivable surR. Pour xe ]-l. + '( 
|-(x)«+<Aiecc«y(x) cos(Arccosx) 



-X 



l-»2 



cos(Arccos x> _j 

car cos(Arccos x)= x ei <Aic*«) r « = ^j-_ "J 



or lg(ArclB » - « « °- ui lmpUq0e *"* *** * " "lt'B 2 CA."g» " ' + » 4 

o*m*m* « if .*<• "» <Arc,g * " ° dc p,us C0S(MC ' 8 * = " " 



1 + X 
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be: 



._ 



FQW7KW5 tmnwiu-s 



« 

lT*2 



D'ou sin(Arctg x) = cos{Arclg x) ig(Arc»g x} 

Pas cons^uon <'(»)■ . ~\m P ** 10111 * 6 R - 



4,13 * 1") Duns quel domaine cbacunc des f one (ions u el v dtTinics par 
V [%) = Arc tg -^ 

eI t(x) = Arc ii; J-*-; - Arc Ifi^f- 2 

sonl-ell*s definies, continues el derivable* ? 

2°) Calculer u'(x) et v'(x> cl donner une expression simple de It fonelion 
f dtfinlc p»r f(x) = u(x) - v(x). 



1°) D'aprcs les proprietds relatives a la sommc ei a la composte de fonc lions continues 
ct dcrivabks. la fonelion u (resp. v) est dcTinic. coniinuc ct derivable dans RV 
<rcsp.RM-2,0)> 

V) u'(x) " — 4" (_4, " 3) = iTT 7 P°ur (mil x c R" 



v'W 



1 + 7 

= 1_(x + 2)2*x2~x2 + <x-2>^ 

a f-8»> 

4(* 2 t2 + 2x)(* 2 + 2-2x) 

= " 4l pouriouix€ RM-2.0) 

f"(x) = u'(») - v '(x) = cl f est done consiarne sui chacun des 3 intervallcs 
]-~.-2[. 1-2.01 et)0.+~l. 
lim T(x) = AfClg - Arcig 1 + Arcig I " impliquc 

f(x) « pour torn x e l-«,-2( 
lim f(x) ■§■- Arcig + 7- R impliquc 

f(x)-K poufioulxc ]-2.0( 
lim f(x) = Arcig - Arcig 1 * Arcig I - impliquc 



./ 



f(x) = pour toui x e JO. *«■>[ 
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4.14.* 1°) Drier-miner le domaine de co niiimitc d dc derivabllitt de la 
fondion t dtrinie par f(x) ~ Arccos 2xV I-x* ♦ 2 Arcsin x. 
2°> Calculcr rix) tt slmpliRer f(i). 



I 5 ) U fonciion 9 deTmic par <x) « 2xV I-* 2 csi continue sur [-1, +1] « derivable 
sur|-l,+ll 

Pour X e]~l.fl[ 8'<») = 2 <'~ 2 » 2> 

CommcO-csi impairc on c*tudie son tableau de variation sur |0. +1[ ; 



X 





* . . 


tf 


+■ 





9 


0^" 





Lc lahlt^w dc varialion dc montrc que I0(x)ls I pourlxlSl .Ceci cntraincquc f est 
dermic a continue sur[-l,*l]. 

Soicnt v et <p deux foncikiris dcTmics par y(x ) = Arccos x ei 
9(x> - Arccos 2xV a - x* = yoO(x). 
V«t derivable sur|-] ( + U 

T-1 , -«'-Z» 2 l -211 -2)A 

V 1 - x 2 >f | _ 4x2(1 - x2> V I -»2 |, _ 2 X 2, 

V2 vt v~2~ vr 

y ainsiqacfsonldtfrivablcssur J-|,— -[ i_,f_— _ ( _1_ | | * ,| 



2°) Si Ixl < 



*7 



alors II - 2x 2 l » l-2x 2 



rot)- 



^T^ 



1 - X 



^ V7 

f csi done consume sur ] - — -, -^-1 , or f(0 ) =| donc ffo) * 



poui mid 



X6 J 



silx 



el 



VT 



iri 



rw 



2 



=™-4 J 



vT~Tr '/nrr-j. .r «*«*«« 
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FONCr/OSS ItfMVABLES 



<2 



Six e |— 1 , — — = — [ ,f(x> = 4 Arcsin x +c IMCf R 
or f(-1) -j- x = -f « f(-l> — 4*| 4 C d'ou c = y 



3* 



V7 



Par suite f(x) = 4Ar«m x +-y pouflnulxe 1-1,- — 



VT 



- ' i-j-. n. 



f(x) = 4Arcsin x + k ou k e IR 



or 



f(l)*f-+n^Y ciril) = 4 |tk d'oiik--f 



f(x) ■ 4Arcsin x - S pourtoulxc ]. „ 



Par suite 

Rcmarquons que f ainsi dcTmk est bicn continue sur |- 1, +1 ] 



I]. 



4.15 Calculer lira 
x-* 



* 2 

Lofi(* + 1) — x * -y 

3 



lift mcihodc : Par le ihcorcmc des A J 7 
soil flafoociionddriniesur l-l.+ool par 

f<x)=Log(x + l)-x + ^- 

Appliquons le Ihcortmc des A.F. a f sur [0. fc| (x > 0) 
((x) - f(0) = xf (Ox) ou < 6 < 1. 

,2 1 . 6 2 x3 

Cc qui siftiiific ; Lo£(x +■ 1) - * + %"■ *( — - l + 9x) = - — — 

x 2 
Log(x + 1) - t * y o 2 x 

a lim t * lim r~ = 

.-tO X" 4, x-»0l + Ox 

2ime mtiFwdc ! Par la regie dc I'H&piial. 

Soicnt fct gdcuxfonctiansuVJnnicsctdirivablcssur ]-l. + llpaf 

f(x;-Log(x+l)-x+y- 

cl g(x)-x 2 
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11 



fONCTlOX 



«t DEKJVAB*^ 



Commc lim 



aloes 



I t * 



s{ft-5r- * 



- 1 + JL 



.2 



iO 



2 \ 

( Log{* + l)-«+T | „ 
«o-f(0) M * &■ -G 

aw 1 " si * J 



4 16* C.lcu.er l« litf* ^ en u.Uisan. ,a *» de ..»«,«.■ 
e cos * -_C 

sin(f») - 1 

!■) lim ■ 



*- 1 U- w 



dcTinics par ; 

f(x>=c CO!iX cig(x) = cosx 

ii) Soicni f ct g lcs fonctions dcTmies par I 

f « g soni dew fois'dirivables au voisbagc de K El 

rw= |. «»<§-*>. roo--V sin( 2 x> 

g'<x)-2(x-l). g'W»2 
d'aprcslareglcdcrHOpiialona 



En appUquani une detixiin* fed b regie de Vlttpilal on a 
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4 17 Donner on «em P le <» ^^______ 

,-HipUal «» rau " e * " 

ltV6 X 3 COS" g _.l.m XCC« S 

lim r7^Tff(01 t 



l'" 1 .^* t-,0 1 

^ ,._ ££eL n'cxiswpas- 

CcpendanU.m^-^ 






, W = IW * 7 ' * ,£ s l«ll pour lout « *» 



;===r^T"" m 



^.pctvsomdcnvablcss^ 



'*£_<: 1*1° Pour ioui x e R • 



i-oo-^; 



u*- 



,> 
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FOIXTIONS DERIVABLE 







^-~s^s-s^r k " hi - te --- 






f< a *h) E f (a> + hr(a) + £ f . (a) + ^ r(c) 



Of 



■=0,484810.. 0,1666 mum™! 6 

'°.'«6(0.0 l 7453)j; i „^< O iy ilnC 



4.20 Cal-culer lim 
h-+0 



2f<x*3h) ♦ M(x*2h) - 5 f(«*-g-*0 
kl 



ou 



f est une fonction 3 fois derivable 



La rocmulc dc Taylor - Lagrange jusqu a l'ordre 1 donnC 

r(* + 5t» = fd) +3hT(K) + ^-r( K *38ih> oil o < ei < 1 

f(x+2h) = f(x) +2hT(x) ♦^r(x-f20 2 h) ou < 6 2 < I 



IX 



Et 



2f(x+3M * 3f(x+2h) -5f(x+yh) 



72 P ,,_.H 



-5— = 9f(x*38ih) ♦ 6T(x4202h> - "5^t* + T°3 h > 



a tend vcrsrf-(x) quandh-rf)- 
> * 

.4,21 Monlrcr qu'au vobinagc d* 0, on a l« iqilvalcncw suivantcs 



j) Arccos x -j-* x- - 6 



ii> V I ♦ 



v + 



V 1 t x * 



i) On applique la form ulc d< Tay lor- Young jusqu'M '°rdrc 3 a la fonction Arccos en 
Pour iouix€ 1-1, *1[ , • /- ^ Sv N - 

x = Arccos 0«CA*c«y<0> ^(Artcosm^fAlCCOS^kft ♦ &<», 



Aittos 



ou limc(x) = 



or 



( ArccosV(n) = - 



-m? 



(Arccos)'(?i) = ~x(i-x 2 )-T 
(A ff ccos}"(x) = -<1 -**>**- 3x2(1 - *V M El la formulc de Taylor -Young 

donnc : Arccos x « j- - x - *r-+ x 3 c (x) 



Ataw<-7+i = -7-lfc-6c(x)) = -^ 






. .- 



( tmpiire 4 



Mopes vers l'.i-aily.w 



ccquisignificqucArccosx-|-* x * - — . 

ii) U formule dc Taylor-Y oung jusu.u'a. I'ordre 2 appliqucc flux deux fonctions 

f(x> = VTTT -• ' 



ci m 



I + X 



air voisinagc dc tJuHK ! 



fW=I*|-Y*x2c|(x) 



OU Liu-Mi. :i 

x-»0 



x . 3 



g(x) * ! -j+ -x 2 + x 2 c2(x) ou lim C2(x) - 

*-*0 

,2 



« VT77 * ^===- 2 - i- + x^eKx) ♦ e2(x)) * £<1 * E(X )) 



oil lim c(x) ■ 
>-*0 



c'«c-a-dirc Vlt. ♦ 



VT 



•-2„ V 



4 • 



•ttl S0 ' ! ' Un * fonclitm '""' de clMSe c3 * ur !■• H Oo suppose 
que f >(«) * o cl que pour tout x e |a, bl II eiisle 9e ]0, l| tel que 

(I) «x) a f(a) t (x-a)f(a) * ( ~^- T(a * 9(»-a)) 



1°) Montrer que 



M-* ■ 3 



V) Monlrer que de , a r rmul< des A.F. pour la fonclion r dofir.ie 

sur |0, x] par f(jt) = *3 tend vers— = — quand x -> 0. 

_ .* 



12 fa^T* f "' * CJaBC ° 3, OT pcu, * crirc ,a fomiu,c * Taytor-Ugrangc a I'ordre 3 

n*)-iiw*(i^)rw + ^r(.)*£5^f(3v ej(XHI) ou0<6| < , 

Egalisons ivcc (1). on obiicni ' 

C) Ha^x-a) ) = r(a) ♦ ^K3)W,(,hi)) 

Ecrivom mainienam la formule 461 A.F pour r sur I'inicrvallc (a. a.tXx-a)] : 

f"(a+8(*-a)) - r(.a) = O(x-a) r< 3 >(ate20(*-a)) ou < (h < 1 
Remplac cos dans (2) on obiicni 

^^pfta+eiO-a)) = 6(x-o) (^(a^OCx-a)) 

Ceq u itmpliquc(carx *a) }(< 3 >(a»e|(x- a )) = ei<3Ve02(x-a)) 

a j lim rf 3 ><a+0|<:i-a)) = lim O.lim fO)( a *&Q 2 (x-a)) 

*"** x-»« «-►■ 
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Commc (y* est continue sur [a, b) ci K3)(a) * on obiicni tim 8 ■ =• . 

X-*4 3 



2") Appliquons la formule des A.F pour la function f definic par : 
RkJ-X 3 sur[0,x| oux>0 

f(x> - r<o> = *r(e*) ou o < e < l 

c'csl-a-difcx 3 = JxG^x 2 parsuile 9 Z =- commc 9 >0 lim 9=^? 

3 a _, 3 



VT 



4.23* Soit tpune fonction de classe C 2 sur |0, l| on dtTinit b 
fonction f sur TO, 1| par : 

HO) ■ 9'(°> 
Monlrer que : 

1") r est de classe C 1 sur ] 0. 1). 

2°) f est derirtble sur [0, 1) (ecrire la formule de Taylor jusqu'a I'ordre 2 
poor <psur [0, x] < x S I). 
3") f est de classe C 1 sur (0, 1] . 

1*) sur) 0.1] fs'ccrii i<a) -ft*'"^ 



Commelesfonciionsx->9(x) cl x -» - sonlde classe C l sur]0. 1) .reside classe 
C 1 sur 10, 1) 



T(x) 



xo"(x} - *(x) + GK0) ,„ «, 

' v ' — i y- i — I1 - i ' pour loul x € 10. 1| 



2°) La foncuon 9 *iant dc classe T 2 sur [O. x] oil < x S 1, la formule dc Taylor 
Lagrange pour 9 jusqu'a I'ordre 2 sur 1 0, x] donnc : 

x2 



Par 



(•) (p (1) = 9(0) + xip'(0) + y WW oil < 9 c 1 

SU1IC M^m B yW-9(Q>-x?'(Q) 1 



«" cm continue sur [0, I ] : lim 9" (Ox) ■ 9"(0) el 
x-* 



lim f < x > - Sffl B 1 1 i m 9" (6x) = jp-(0) = r(Q*) 
x-.Q' x 2 >-0 2 



f est done derivable sur[ 0, 1) 



1* 

3°) II rcstc a montrer que V est conunue a droile en 0. 
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Pour*** on.: 



pficetP) 



lim r(x>«»|™*< C) 2 % _o 

rfl W deda,r * " (b^»i ( ri») « no)) - Ti 

fiw - «»> * i .- — 

■ — — 7ZZ»™*°" c > c •*■ M lcl c " ,c 







fONCTIONS DEfitVABLES 

4 .2S» s*m M. «• •»• "»• b! - b3 . - 



i 



3 k.^ - ri*> p° ur loul * £|R 



lim rr *C 

h ?° V i = 1 ' „ bl M,ba el ***** que 



nfduniikctescC'surK.ftn 

- io7 - .com 
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ftWCTtQNS DBMVABLSS 



I I - J— l- i:.^L 



)li m -V X bif(x* ai h) = X bjaj - ^ lim r(* + eiajh) = ( £ bjoj 2 ). ^ .f"(x) = T(x) 
h-#0" i«| ix \ *h-»0 ■ l= i * 

S^Onchoisit *)•■• »2*°- 83 --1 

b| = l, b2--2, b3-l 

3 3 1 3 ^ 

Ces iwrnbrcs vCrificm bicn : £ 3i**j * . X ai*bi ■ ci X 3i *6| ■ 2 . 

i=l i-l i«l 

El la relation ( 1 ) donnc Ic lisu llat : 

<«* » .-_ fc|f(*+»ih> + btf(x 4H2lfl + bif(x*a-\h) 
fix) = lim i ■ f 

h-.0 h^ 

_ |im ffx^-3fM,f(t-M 
h-0 h 2 

4.26 Soient f une tone lion convex* sur (a, b] el ).\, Xj X n 

des nombres n^ posilifs lets que \\ + X2 4 + X n = 1 

n n 

Monirer que f( £ X |x |) * Z^i'(xj) pour tout kj c [a, b]. 
i=l i=l 



Par recurrence 

Pour n = 1 on a f(x) < f(x) pour loui ic (a, b| 
Pour 11 & 2 on rcirouvc U ddfiniiion qu'on connaii. 
Supposons que l'm6galit£ esi vtaie jusqu'a I'ordrc (n-l). 

Soieni \\„ Xn des rdcls posilifs lets que X\ + X2 + + Xn ■ I 

n n-I 

On a f(X^J *i) ■ K £ *i*i + *nx n ) 

i-l " M 



<{ui^*i> + *n>J 



=tcxx + x„x n > 

n-l n-K. 

ou X = £ Xj ei X = £ -*-xj . X € la. b) 
i-l M * 

Com mc X + X n = 1 cc f est convexc sur |a.b] 011 a par definition 
f(XX +V n x n )sXf(X)+X n f(x n ) 
1-1- 



Parsuiie (•) f 



^£>-iXi)sXlf£^ 
K i=l ) \\=\ K 



m 1 



X n f(x n ) 



1 



Posons oj = — oil I S 1 S n-l . on a : 

A 



-t«- 



. 1 



1 * x 

a, + aa*.w* o n _j = £<M + + X fr _i)«-» l 

D'aprts ItiypOtMse dc recurrence on a 
/n-l \ 



i-l 




Ell'in5galiic(*)dcvicnl: 



n-l 



D'ou 



t=l 

ii=l J i-l 



1 I ■ i I • cc qu'il faltaii dcmonirer. 



4.27 Soil r la ronctton revile definie sur Ui par 
f (x ♦ V~T) J llic I--; 01 

^ " 1 (* - >TT) 2 si x c 10 ; *~[ 

Monirer que f esi convexe sur les inlervnlles ]—°, 0| el JO, *->! mals nun 

convexc sur IP . 



f est deu* fois derivable sur les iniervailes l-«. 0( et 10. +«( comme T(x) - 2 a sur 

]-—. 1 alors l*est convexe sur 1 -*». 0[ . 

De mCme T(x) = 2 Z sur ]0. ***[ el f est conve*e sur 10. *-| 

Cependant f n'est pas convexc sur K . en efTet : 

Prenons x, = ^T5" . X2 ■ -VT ,Xl -Ifl- 1 

V7 VT 



. f(Xix, + X 2 x 2 ) = f(-j 2~) = f(0) = NT)* ■ 2 

X|f(*,) ♦ tote) = r f(VT > ♦iix-VT y-k ♦ffO-o 



2 -w - /' 2 
ct f(X|X| +X2x2)tXif(x l ) + X2f(x2) 



2 WT 2 



4.28 Montrer que les fonctions d^Hnirs par f(x) = - Log x 
et eW= -.Log Log x sunt convexes sur des inlervallcs que I'on 
(icU'niiiiKT;i r ci en dfduire les ineguliles : 
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, ,1*1 w" 1 < " 5 "** 

oil *i ' •••'■" ' 

-— ' 1 n tf * e kO. +-1 

oa encore p^ 
posiiifs- 

cipa r«.itcUg v * *\ 

. rfa m c«nlinu«- et 5 »« 

ssra^irFW-- 



FQNCllONS DER1VABLES 



^1 



pit |f< 5 >(*)| S M 

!■> Calculer r (3 '(x). 

nMonlrcrqu.lgO^H^f-M^ VieM.H <oo pwm ■pli««r ta 

Tormulf des A.F & K 4 *). f 

3") En deduire que pour tout * £ H>. »IM»> « a : |g(*>l< ^ M |i| - 



n On rcmarque d'abord que si x e 1 -a. l[ alors -* € 1-a . a[ 

Commc f m 5 Ml derivable ft* 1 -a. •[. 8 est 4 fois dcnvablc sur 1-a. >[ ct on obucnt 

1*00 -ft rw+ n-x)] -|»I rw- r(-*n -jfffi) 

s -w= j i <r« - rw» - *^» +|i3) <- x)>1 

gJ»M— jxlK 4 )W-f< 4 >H>] 

2*) la rormulc des A.F appliqucc a I< 4 > sur [-%. x) (ou < x < a) 
donnc : K 4 )(x) - 6*k-*) = 2*f<5)<-x+e(2x» ou < 6 < I 

CI 1 |W(i) - &X-X) I S 2Mx car ll<5>(-x+2xe)l < M avee -x*2x0 el-*, xl. 

don<lg< 3 )(x)ls|Mx2 

3°) En utilisani 1°) on a g(0) - g'(0) = g"(0) = 

La fpimute de Taylor-Lagrange jusqu'i I'onlrc J pour g su r |0. x] donnc 

g(x) = ^r-g (3> (0x.) otf0<:9<l 
ccquiimpliquc fcUQI$£ ftarWlW 2 <£ MUlS pourtoutxe l-a.afM<» 

(4J0J>n Ecrire la tormule de Taylar-YounR a Pordre 3 pnur la 
Mellon Arclg £ En diduire que Arct B x - y- «*&) 4«™<« *-* - 
2°) On considere la foncitun r^ellc d^Hnie sur R par : 
f(x| = ^-Arctg x pour x * 

Moatrer que lot continue el dfrivablc sur R el calculer U d*riv^ P<«) 
tn lout point x dc IR. 



3 U ) Monlrer que ArctR x - ' 4 > ° v x G Dt ' 

1 T \ 

En deduire que Hx) = si .et wulemcnl si.x =0 „ hf . ril *m Its 

4 -> lrau.r k tabl.au d. «««..!«. e. Id gr^.e de r (on ne cta«tar.M 

pninls d'inriexlun*. &T liillr' 

5°l On consider* la function reffllt diftnle wr IR par : > k. I WW^ 
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EtaptS Vers fWtofa 



m = A^__L Arci^j-JL^ , poor K e ffi . 
s(0) = 1 

(II sera utile dans Ta ratta ,t„ -.-.„„ 

b) D«t,rn,,„„ ,. , inii „ „, E(x) ^^ ,_, ± _ ,R " 



^"H?? N*.,^ (A-wWw-JsLa 

* 0C,A,C «"=«-i-*"(» 3 )q U a nd x-.O. 

2°) La lonciion fesi continue ei dcrivnhl> «,,«> „_ 

rj -« w „ R commc ^ ,rodu " dc foociions continues 

CM**** sur Wr^^.^^^ 1,, ^, 

SoientuetvdcsfonciionsdtfnnicssgrRmrn^v H^** * 

dcnvaWessurR. essurK P a,u < s ) = An:i£xciv{x) = , :uf , V5onI 

Commc lim^ = iim— U- . i »i - 

«-*> v <*) „ JToTTT? B * alw! d "I*** 'a rtglc de I'HopiLil 

Mm^=^ -, im Arc, ff , M r 
done f est continue en 0. *~*° 

^^•^^tomwv,^* d-ou.i m Ai^_, 

x-.Q * 



Ion a 



par suite 



lim f(x) . | . f (0 ) c[ f cs, cominuc m Q 



Poutxe R'ona: 

* 



D'oii 



par suite f est derivable en avee f<0) = 0, 
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/VWCT/OM OMIVABLrS 



y) La ckriv^c V ct f est d6finic done sur R par : 

r(x) = -~5j Arctg x j j pourxeR'ci 

goit h la fonction deltaic sur !!■: par : 



r<oj = o 



h(x> = Arctgx- 



1 + V 



h t& derivable sur R commc somme de (Miction derivable* ei h'(«> = " ■ . est 

(1 +x 2 )- 

strktefflent positive pour irmt x € R*. 

La fonction h est done stricicmcnt croissant: sur chacun des interval les 

)-#•. Oi et 10. +«•( 

Commc h(0) - on a : 

* > => h(x> > o = 

*<0 => h<x> < 

Aimi P s'annulc uniqucment aii point x ■ . 



r<x)<o 

f(x)>0 



4*) fcsipaire. Deplus. commc lim Arctgx=r- 
On obticnt lim f(x) 



jnend 


cdim te ubl 


eau de vani 


non et le gn 


i 


X 


*• 





4« 




r 


+ 





« 








— 1 






r 


0^ 


X^ V 


X 






5°)g-f<w> oiio(x)«- T 2 — 
x* + 1 

a)9estdcclasseC' sur K, II rcsulKdcs IhiorcmcsginirauA surla coniinuidcila 
dcrivabiliiedesronctionscornpos^cst|uela fonction g = fwp est continue ct derivable 
fur It. 



b) lim <p(x) = 

On en (Jcduit que lim g(x) = limr(y) = 1 (y = q<x» . 
x-»i— y-»0 



* 



J 
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Chapiltt 4 



4.31* 1 B ) On diflnit la function g par.: 



JZtaprt vert 1'analyse 



g(*> = 



Arctg 



a) Determiner le domaine de definition D fi de g. 

In Monlrer que g esl derivable sur D g el mlculer g'(«). 

Determiner les limiles uivantes : 
lim g(x) et llm g(x) 

1 -* 0* %-¥ 0- 



: i On pose Iijx i ■ 



B<*> 
3 



si x e |-n, 0| 

si x = o 



2rt 



gl* ).-==■ si x c |0, nl 
V3 



a) Monlrer que h esl derivable sur [-it, 0M0, r| el calculer h'(x) pour 
x c l-ir, Of. 

b) h est-elle continue sur I-ir, nj ? 

3°) soil f une fonciion derivable sur IRlelle que ; 



rw = r 



-i 



et f(0) ■ 



i *■ sins 

a) Rn appliquant le theorem* d« A.F I f flur | 0, x| i \ > o) monlrer 
qu'on a |f<x>| 5 |x( V x e ER. 

b) Monlrer qu'il existe une consume c telle que 

h(x) = f(x) * c pour x e [-*, 0( , 

PC'ilFev «3) Faculle des sciences I Casa. 

l°)a)D g -{xe R /colg j cxisic) 
car la foncuon Arclg est definit: sur R . 

D g = (xe K/sin J *0| 

= ('? R/|*kiroult€Z) 
= K\(2kJtouke Zj 

b)»M- = Arclg [* -L-^otg^) +1)1 

2 

= ^=g|0g2(s) oiigi clg* wntdefinics par : 

B2(*) = ^=-(l*2coig(|) ) ct g,(x) = Arclg x . 

gj est derivable sur R cig2csi derivable sur !) g done g compose*: *C &l «i g 2 CSl 

ill 



.•*a 






FONCtiONS DERtVABLFS 



derivable sur Dg . 



tfripM*rtM 



2 1 



1 



i " i 



i 



1 __!_ 



c) Commc lim 



1 ^ cos^) sin 2 (|) 
*&§ sin(|) 

a ~T" x jT = 2+sin s 
M+sim^ostJ 



. . -<\ lim 



OTa lin.. e (»)=^«^S«-7= 






x-^r 



"fciw-sk ****** 



b) u m h(x)--u m to^y^- vr 



j£r--/7* 



x-rf» 

lim h(x) = lirn g(x)» -^=" 

jo, « r « rata. « io. . »i . » - Jf * f(>) . m . ,no . 

D'aprfcs 1c iWorfime des A.F. il cxistc c t ju. *i h 

B 

ci "W M F2«incl 

or since [-1.+H. 2«incc U. 3] 
A 1 



1 



■ •I 



-IS-St— ! «» impliquc Ji+sincT* 1 

s 3 2+sin c 
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Chapter* 4 



l'i<ipa mi t,. •.;!-.., • 



FQNLTWXS DERWARi F.S 



Lc mcmc rai.wnncmeni s'appl.quc su» rintcrvallc (| 01 
OUX<0.etlfix)lSlxl pourioulxc r! 

b)Pour x e J-jt. 0[ 

Ccsi.4-d.fc h(x> = f(*) + c pourwu.xe [-* .Of. 

4.32 On considere Ia *„„(„„ f df , a ^^ ^ ^ ^ 
fix) = Arc| fi -ii-. 

3°) Soil g | a fonc lion definie par g(») tt /~1 

-) Mtair .a fonciion composer „(,) . ftofOW 

b) Monrrer que la d,rlv* .*««* h<x) est dr I. form, : 

fc(» W ■ ■ p n<«3 

(l+»2)n*l/2 
ou P„ est un polynome dp degrl n, 



PCKJanv 84, Facultg d „ g^ 



1") a> test definic po ur loul x € R id qUc 1 _ x 2 * 
Done _ Df-J-n-l[uKU-friIU|+!,4*l 

"■ fW-o+ i im f(x) .o- 



lim ^U 

x-»(-l)*l-x 2 

Mm *■= + « 

X-t-(-l)- l-X^ 

li m 2 * 

Iim — ■ . a -ra 

x-H* I-x 2 

] im -2* +«, 
x-*]- I-X* 



Iim fW-*|. 

Iim f(x) = _£ 
x-t]* 2 

UmmmS, 




b) Commc Iim f<x) * |j m r(x) ^ 

lim/W- Iim f(x) . fn-csipa5con.inucmcn-l.nicr>*,. 
ct nc pent cue prolong^ ^ CO nun U i( C en ccs points. 



2°) f est derivable sur Df commc composite de fonciions ddrivablcs sur Df. Pour 

Usui it Dfona: 

2(l-x 2 H4x 2 (l-i 2 ! 2 — 2._ 

(I-x 2 ) 2 " (l-x 2 j2*4x2 |+jtS 



3°) a) la fonciion h csi definic par h(x) = s( r <»» ' 



JF 



i 

l+x2 



- b) Par rcc urrence . 
h(x)--i 

n= 1 



l + x 2 

b'00 



-X 



-x 



(Ux2)V2- ( ,„2)l*-l/2 

h*(x> sc met bicn sous la forme proposfcc, 
Supposons que la relation est vraie jusqu'au rang n : 



o«*)' 



P'n(*)('« 2 ) n+ i- P n (x)(n-H/2KI+x 2 ) n - 2 . 2x 



M« _rV»Kl+*Vc 2 n+1)xP n {x) (&)_ 
* m (l+x^ntlHI/ 2 R W 

MonuonsqucQ(x)cstunpol>'n6(nede degrtn+I. 

Soil a n lc coefficient dc x n dans P n (x) alors lc coefficient de x"* 1 dans QCO est : 
na n -(2n+l)a n = -{n+l)a r 

Commc P n csl dc degre* n. a n * d'oii -<n*l>ani * 

El lc polynomc Q(x) est bien dc degre n+1, 

«* """w- ^U 

oil P n +i est uti polynomc dc degre n+ 1 . 
4.33.* On considcre la suile (u n > n ( r\ definie par : 



Bo =7 " u n = * rc| 2 < sin n B-!> P our n £ * 
V) Verifier que: a) - f < U a < !• V n f W. 



2 " — " 2 

b) la fonciion x h 



-* Arctg (sin x) es! 



t'roissante sur |- — . t~ 



.J 



1 • 2 
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2 B > En deduir* pir recurrence que la suile («*)■«*! «« d*croiSMM* - 
3-) En dWuire que la suile u n est convergent el que sa limile / ve rifle. 

— s / S §■ el / = Arclg sin /. 

4°) On suppose qu'il exisie deux reels I, ell, U,<h) I** *»«« 

A«lB(sin /,) = I, el Arctgfsin /j) = /j. 

En considerant la fonclion x > Arct £ (si n x) - x. montrtr qu .. 

existe c 6 Vi..'jC »el q« cos c a 1. ._._ 

S°) En deduir* que / = (on pourra raisonncr par 1 absurde). 

PC, (Jan. 8St Fac dts sciences I Casa. 



it n 



Par suite -c-s u n s 



1") a) La fonciion Arcig csl defimc sur R a valcurs dans P inicrvallc ]- 1 . y - [. On a 
done: 

-|s:Arcigxs§- Vx<k 

b) U foncuon * » Arclg(sin x> csl derivable sur R commc composcc dc 

foncuons dcrivablcs sur R ct 

cos X 

(Ardg(sin)) (x) = . 2 

\ t sin x 

Commc cos x > V * € 1- f . §1. b fonclion x - — Arclgfsi™ x) csl 
croissanicsur|-j.y(. 

u| » Aicig sin §■■ Arcig I = j « "1 * "0 

Supposons que u n £ un-l 

Commc * < I-f ,f IK ftM** «- -. A*WW« <> « <"*«■« "" 

j_5. t ^ |Un < Ur .| imp!ii|uc Arclg sin u n 5 Arclg sin u„_| 

Cequicquivau.a u n+ ,<u n done (Va*lS«ll Vm M ct b suite (Unfe e IN «' 

dcCTuissanic. 

3°) U suilC (u„) Q« dccroi«ani« el minorfc par -^ done (u n > csl convergent* el 
/ - Hni iin- 









FQSCT10M DERIVABLE* 



l = \\m u n = lim Arcig sin u n _u 



AfCurfsfn x) csl continue ct 1km u n -l = / on a done 



Commc la fonclion x 

I = Arclg sin /.- 

4-) La fonclion x »<**) = Arcigsin x - x est cominuc sur (MMM***** 

Di'plu S tp((,) = Arci K 5»n/ J -I, -0 Ct tf&)-Aiei|*tolj ~h =0 

D'apres Ic ihcorcnw dc Rolle. il cxistc c e ]/,. J 3 I lei que 9(0-0 
cosx c05C 



or 9"W = 



•- I ct 



il cxistc done c e Vi, h 1 *1 que cos c = I * sink 2 1 

S-) Supposons 1,0. puisquc Arcig sin I = I et Axc.g sin - on diduiu 1'apris la 
q^u^Tqu-ilcmtcc e |0.f I «( >0(res P . K.«*l <0) id que cose S 1 
OC-f-S* S |doncc]0,flsi/>0cU G lf.0isi/<0 (P arconscquen. 

DoM si / * 0. il exisie e . ]-f . 0( u 10. ft tel que cos e > 1 . cc qui est absurde car 
IcosxlS 1 pour tout xe Q*;donc/ =0. 
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